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 الاقتصاد الرياضي

 نشأة الاقتصاد الرياضي و أهميته : 1-1

)الا٠طبٌٟ( ٘زا   Cevaػشش ؽ١ٓ اعزخذَ ش١فب  اٌمشْ اٌضبِٓ أٚائًرشعغ ٔشأح الالزظبد اٌش٠بضٟ اٌٝ        

فٟ وزبثخ ثؼٕٛاْ ))ثؾٛس فٟ  1181)اٌفشٔغٟ( ػبَ   Cournoوٛسٔٛ صُ اعزخذَ ِٓ لجً  1111ػبَ  الأعٍٛة

اد(( ثؼذ رٌه رُ اعزخذاَ الأعٍٛة اٌش٠بضٟ فٟ اٌزؾ١ًٍ الالزظبدٞ ِٓ لجً عفٛٔض شٚاٌّجبدب اٌش٠بض١خ ٌٕظش٠خ اٌض

Jevons   َصُ ِٓ لجً ١ٌْٛ فبٌشاط   1111)اٌجش٠طبٟٔ( ػبLeon Walras  اٌفشٔغٟ اٌغٕغ١خ ٚ أعزبر فٟ عبِؼخ(

 ((. ذاٌجؾ عٟفٟ وزبثٗ ثؼٕٛاْ )) ِجبدب الالزظبد اٌغ١ب 1111ٌٛصاْ فٟ ع٠ٛغشا( ٚرٌه ػبَ 

 Vilfredoوّب اعزخذِذ اٌش٠بض١بد فٟ رفغ١ش ٚ رٛض١ؼ إٌظش٠خ الالزظبد٠خ ِٓ لجً فٍفشدٚ ثبس٠زٛ         

Pareto  1291ظبد فٟ عبِؼخ ٌٛصاْ اٌغ٠ٛغش٠خ ٚ اٌزٞ ٔشش وزبثبً فٟ ػبَ )الا٠طبٌٟ( ٚاٌزٞ وبْ أعزبراً ٌلالز 

 ((. ذثؼٕٛاْ )) الالزظبد اٌجؾ

ِٚٓ خلاي اٌفزشاد اٌّبض١خ ٌُ ٠ىٓ اعزخذاَ اٌش٠بض١بد فٟ الالزظبد ٠ٙذف ش١ئبً عٜٛ رٛض١ؼ إٌظش٠خ      

 الأعب١ٌت١ٔخ ٚ أزشبس٘ب ٚ ثؼذ رمذ٠ُ اٌؾبعجخ الاٌىزشٚ ا٢لادالالزظبد٠خ ٚعؼٍٙب الشة اٌٝ اٌز٘ٓ. ٌٚٓ ثؼذ اوزشبف 

اٌش٠بض١بد فٟ اٌزؾ١ًٍ الالزظبدٞ ٘زا فضلا ػٓ اْ اٌض٠بدح رذخً اٌذٚي  أ١ّ٘خاٌم١بع١خ ٚ اٌزؾ١ًٍ اٌىّٟ. اصدادد 

فٟ الالزظبد ٚ ِؾبٌٚخ رٛع١ٙٗ ػٓ طش٠ك اٌزخط١ظ رطٍجذ اٌزؼشف ػٍٝ اٌزطٛساد اٌزٟ رؾظً ػٍٝ اٌّزغ١شاد 

ِؼشفخ اٌؼلالبد اٌمبئّخ ث١ٓ  اِْٚب ٌجٝ رٌه. ٚ ٌذخً ٚ الاعزضّبس ٚ الاعزٙلان ٚ الاعزخذاَ وب الأعبع١خالالزظبد٠خ 

 (1)٘زٖ اٌّزغ١شاد ِؼشفخ أوضش دلخ لا ٠زأرٝ ئلا ِٓ خلاي ط١بغزٙب ثأعٍٛة س٠بضٟ.

 و مساياه و معىقاتو : مفهىم الاقتصاد الرياضي 1-2

الالزظبد اٌش٠بضٟ ٘ٛ اٌؼٍُ اٌزٞ ٠خزض ثظ١بغخ إٌظش٠بد الالزظبد٠خ ثأعٍٛة س٠بضٟ ٚ اٌزؼج١ش ػٓ اٌؼلالبد 

اٌزم١ٍذٞ ئّٔب ثبعزخذاَ اٌشِٛص ث١ٓ اٌّزغ١شاد الالزظبد٠خ ١ٌغذ ثبٌٛطف وّب ٘ٛ اٌؾبي اٌزؾ١ًٍ الالزظبدٞ 

ػلالخ دل١مخ ِضجٛطخ. ٚ٘ٛ ١ٌظ فشػبً ِٓ  ئٔٙباٌش٠بض١خ , ِٚٓ أُ٘ ِب ٠فزشع ثشأْ اٌؼلالبد ث١ٓ ٘زٖ اٌّزغ١شاد 

 فشٚع الالزظبد اٌّؼشٚفخ وبلالزظبد اٌغضئٟ اٚ اٌىٍٟ اٚ الالزظبد اٌظٕبػٟ ٚاٌضساػٟ اٚ اٌغ١بعبد الالزظبد٠خ

 (1)اٌّب١ٌخ , إٌمذ٠خ , اٌذ١ٌٚخ (. )

 الأعٍٛة اٌش٠بضٟ فٟ اٌزؾ١ًٍ ٟ٘ 3ٚ ِٓ اٌّضا٠ب اٌزٟ ٠زّزغ ثٙب 

 ٚثبٌزبٌٟ ئِىب١ٔخ اوجش فٟ رؾ١ًٍ إٌزبئظ. إٌّٛرط,رؾذ٠ذ اٌفشٚع اٌزٟ ٠زُ اػزّبد٘ب فٟ ثٕبء  -1

وضشح اٌّزغ١شاد الالزظبد٠خ ٚ رؼذد٘ب ٚ رشبثه اٌؼلالبد ف١ّب ث١ٕٙب رظجؼ أوضش رؼم١ذاً ٚثبٌزبٌٟ عٛف ٔٛاعٗ  -9

 ًِ ِغ ػذد وج١ش ِٓ اٌّزغ١شاد.طؼٛثخ فٟ اٌزؾ١ًٍ ٌٚزٌه ٍٔغأ اٌٝ الأعٍٛة اٌش٠بضٟ اٌزٞ ٠ّىٕٕب ِٓ اٌزؼب
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 اٌزم١ًٍ ِٓ اٌغٙذ ٚالالزظبس فٟ ػشع اٌؼلالبد ث١ٓ اٌّزغ١شاد اٌّخزٍفخ ٚص٠بدح اٌذلخ فٟ اٌزؾ١ًٍ. -8

 أِب أُ٘ ِؼٛلبد اعزخذاَ الأعٍٛة اٌش٠بضٟ فٟ اٌزؾ١ًٍ 3ٟ٘

ٌؾذ٠ضخ ٚ خلاي ػذَ ئٌّبُِٙ ثبٌطشق اٌش٠بض١خ ا ِٓؼظُ الالزظبد١٠ٓ ٠شىْٛ ِٓ ضؼف اٌغبٔت اٌش٠بضٟ ِ -1

 ػذَ الا٘زّبَ اٌىبفٟ فٟ ٘زا اٌّغبي ضّٓ إٌّب٘ظ اٌذساع١خ ِٓ ٔبؽ١خ صب١ٔخ.

 ئخضبػٙبالاػزمبد اٌشاعخ ٌذٜ اٌىض١ش ِٓ الالزظبد١٠ٓ , ثأْ ػٍُ الالزظبد ٘ٛ ِٓ اٌؼٍَٛ اٌزٟ ٠ظؼت  -9

 (9اٌزؾ١ًٍ.)٠ؼزجش ِؼٛلبً وج١شاً ٌلارغبٖ ٔؾٛ الأعب١ٌت اٌش٠بض١خ فٟ ٌٍّؼبدلاد اٌش٠بض١خ , 

 : العلاقت بين الاقتصاد الرياضي و الاقتصاد القياسي 3 -1

دا١ٌخ ِخزٍفخ  أشىبلاً , إٌظش٠خ الالزظبد٠خ فٟ ط١غ س٠بض١خ , اٚ ثشىً ِؼبدلاد رأخز ٠ضغ الالزظبد اٌش٠بضٟ      

(Functional Forms ) ؽ١ش اْ , ٚلا ٠ٛعذ اخزلاف عٛ٘شٞ ث١ٓ إٌظش٠خ الالزظبد٠خ ٚ الالزظبد اٌش٠بض , ٟ

,  , وّب ٘ٛ اٌؾبي فٟ داٌخ الاعزٙلان(Exact Form)و١ٍّٙب ٠ؼشع اٌؼلالبد الالزظبد٠خ فٟ ط١غ ِؾذدح ثبٌضجظ 

 , ث١ّٕب رىزت داٌخ الاعزٙلان ثبٌشىً ا٢رٟ C = f (Y)3اٌزٟ رؼزجش اْ الاعزٙلان داٌخ ٌٍذخً 

C = a + bY  

اٌّشىٍخ فٟ  علا ٠ؼشٌٚىٓ ٕ٘بن اخزلاف ث١ٓ الالزظبد اٌش٠بضٟ ٚ الالزظبد اٌم١بعٟ , ؽ١ش الالزظبد اٌم١بعٟ     

 شىً ِؾذد ثبٌضجظ , ئّٔب ٠ذخً ػ١ٍٗ اٌؼٕظش٠ٓ ا٢ر١١ٓ 3

 اٌٝ اٌذاٌخ. (U)ئضبفخ اٌّزغ١ش اٌؼشٛائٟ  -1

ٚػ١ٍٗ فأْ اٌزفغ١ش الالزظبدٞ    a   ٚ, b Estimation of parametersئ٠غبد رمذ٠ش ٌّإششاد اٌّؼبدٌخ  -9

 (2) 3اٌم١بعٟ ٌذاٌخ الاعزٙلان , ٠أخز اٌشىً ا٢رٟ

C = a + b Y + U 

 : Economic Modelsالنمارج الاقتصاديت  4 -1

ٚ ٠غزخذَ إٌّٛرط ثطشق ِخزٍفخ ,  الإسثبوبْإٌّٛرط ٘ٛ رجغ١ظ ٌٍٛالغ ثشىً خبٌٟ ِٓ اٌزؼم١ذاد ٚ        

فبٌغغشاف١ْٛ ٚ إٌّٙذعْٛ ٠غزخذِْٛ إٌّبرط ٟٚ٘ ػجبسح ػٓ أشىبي ِظغشح ٌٍّٛضٛع اٌّشاد دساعخ خٛاطٗ . 

 ٠ٙزّْٛ ثبٌّٕبرط إٌظش٠خ )إٌّبرط اٌّج١ٕخ ػٍٝ أعبط فىشح ِؼ١ٕخ ١ٌٚظ ػٍٝ أعبط ِبدٞ(.  ٌٓٚىٓ الالزظبد١٠

غ١ظ ٌٍٛالغ الالزظبدٞ ٚ رجغ١طٗ )رغش٠ذٖ( ٚ٘ٛ ٠ش١ش اٌٝ ِغّٛػخ ِٓ اٌؼلالبد ث١ٓ إٌّٛرط الالزظبدٞ ٘ٛ رج      

وبْ اٌٛالغ الالزظبدٞ ٠زظف ثبٌزؼم١ذ ثؾ١ش ٠ظؼت اٌغ١طشح ػٍٝ  ٚئراٌٚىٓ ثشىً ِٛعض , اٌّزغ١شاد الالزظبد٠خ  

 (1)لالبد ث١ٓ اٌّزغ١شاد.اٌٝ اعزخذاَ اٌزغش٠ذ ٚ رجغ١ظ ٘زٖ اٌؼع١ّغ رفبط١ٍٗ فٟ اْ ٚاؽذ , فبْ اٌضشٚسح رغزذػٟ 
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 أ٘ذاف إٌّٛرط الالزظبدٞ 3

 اعزخذاِٙب وأدٚاد فٟ ػ١ٍّخ اٌزٕجإ. -1

 اعزخذاِٙب فٟ رم١١ُ ع١بعخ الزظبد٠خ لبئّخ اٚ ِمزشؽخ. -9

 اعزخذاِٙب فٟ ػ١ٍّخ رؾ١ًٍ ا١ٌٙىً الالزظبدٞ. -8

ٚ إٌّٛرط الالزظبدٞ ٘ٛ ػبدح ّٔٛرط ٠غزخذَ ف١ٗ اٌشِٛص اٌش٠بض١خ ٠ٚزىْٛ ِٓ ِؼبدٌخ اٚ ِغّٛػخ ِٓ اٌّؼبدلاد 

ٚرٌه لأٔٙب رٛضؼ ا١ٌٙىً الأعبعٟ ٌٍّٕٛرط اٌّشاد   Simultaneous Equation Modelرغّٝ ثبٌّؼبدلاد ا١ٔ٢خ 

ٌمِٟٛ وٍٗ ٚاْ ػذد ٘زٖ اٌّؼبدلاد ٠ؼزّذ ػٍٝ ٘ذف ا دثٕبؤٖ وأْ ٠ىْٛ ّٔٛرعبً ٌّششٚع ِؼ١ٓ اٚ ٌمطبع اٚ ٌلالزظب

 3 ٚ طج١ؼخ إٌّٛرط اٌّشاد دساعزٗ اٚ اٌّشىٍخ اٌّشاد دساعزٙب ٚ اٌّؼبدلاد ا١ٌٙى١ٍخ ٌٍّٕٛرط رىْٛ ػٍٝ أٔٛاع ٟ٘ 

 Definitional Equations        التعريفيت:المعادلت  -1

 ِضبٌٙب3ٟٚ٘ اٌّؼبدلاد رؼجش ػٓ رؼش٠فبد ِؾبعج١خ طؾ١ؾخ ٚ ِزفك ػ١ٍٙب ٚ         

Y = C + S 

ٚ٘زا ٠ؼٕٟ اْ اٌذخً ٠ز٘ت ثطش٠مز١ٓ ّ٘ب  ( S )ٚ الادخبس  ( C )٠زىْٛ ِٓ الاعزٙلان  ( Y )اْ اٌذخً  أٞ

 (1) :الاعزٙلان ٚ الادخبس , فبلادخبس ٘ٛ اٌغضء غ١ش اٌّغزٍٙه ِٓ اٌذخً اٚ اْ 

TR = P. Q 

 (1)أٞ اْ الإ٠شاد اٌىٍٟ ٠ىْٛ ِغب٠ٚبً ٌٍى١ّخ اٌّجبػخ ِضشٚثبً فٟ عؼش اٌغٍؼخ اٌٛؽذح اٌٛاؽذح ٚ٘ىزا.

 Behavioral Equations        المعادلاث السلىكيت:  -2

ٟٚ٘ اٌّؼبدلاد اٌزٟ رظف اٌغٍٛن الالزظبدٞ ٌٍّزغ١ش ) أٞ عٍٛن إٌّزغ١ٓ , اٌّغزٍٙى١ٓ ,                

اٌّغزضّش٠ٓ ( ٟٚ٘ رفغش اٌمشاساد اٌزٟ ٠زخزٚٔٙب . ٚ ِٓ الأِضٍخ ػٍٝ رٌه اْ اٌذاٌخ اٌزٟ رٕض ػٍٝ اْ اٌى١ّخ 

ِؼبدٌخ عٍٛو١خ , وّب اْ الاعزٙلان ٠غزغ١ت ٌٍزغ١ش  اٌّطٍٛثخ ِٓ عٍؼخ ِب , ئّٔب رزغ١ش ثزغ١ش عؼش ٘زٖ اٌغٍؼخ , ٟ٘

 (9) , أٞ اْ 3فٟ اٌذخً 

Qd = b + d P 

C = C0 + c Y 

 Technical Equations         الفنيت:المعادلاث  -3
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خزض ثششػ طج١ؼخ اٌؼلالخ ث١ٓ ِغزٜٛ الإٔزبط ٚ اٌّغزخذِبد اٌلاصِخ ٌٗ, ٚفمبً ٌٍّغزٜٛ اٌزمٕٟ اٌغبئذ , ٟٚ٘ ٚر

 – Cobbدٚولاص  -اٌزٟ رٛضؼ اٌؼلالخ اٌف١ٕخ ث١ٓ اٌّزغ١شاد الالزظبد٠خ , ٚ ِٓ الأِضٍخ ػ١ٍٙب داٌخ الإٔزبط وٛة

Douglas (39 )ٚاٌزٟ رأخز اٌظ١غخ ا٢ر١خ 

 Q = A       

 .(K)ٚسأط اٌّبي  (L)أٞ اْ الإٔزبط داٌخ ٌؼٛاًِ الإٔزبط اٌّزّضٍخ فٟ اٌؼًّ 

  Institutional Equationsالمعادلاث المؤسسيت:     -4

ٚلذ ٠طٍك ػ١ٍٙب أؽ١بٔبً ثبٌّؼبدلاد اٌزٕظ١ّ١خ , ٚ اٌزٟ لا رظذس ػٓ إٌظش٠خ الالزظبد٠خ , ٚئّٔب ٟ٘ اٌزٟ                

 (9)ٚغ١ش٘ب. اٌغّشو١خرظف ّٔطبً ِؼ١ٕبً ِٓ اٌغٍٛن ٠ؾذدٖ اٌؼشف ٚ اٌؼبداد ح اٌمبْٔٛ , ِضً اٌضشائت ٚ اٌشعَٛ 

   Identical Equationsالمعادلاث التطابقيت:       -5

ٟٚ٘ اٌّؼبدلاد اٌزٟ رأخز ط١غخ رطبثك ٚ رغبٚٞ اٌغبٔج١ٓ , ٚ ِضبي ػٍٝ رٌه رطبثك اٌى١ّبد اٌّؼشٚضخ              

 (9) ِغ اٌى١ّبد اٌّطٍٛثخ , اٚ اْ ػشع إٌمذ ٠غبٚٞ اٌطٍت ػ١ٍٗ 3

Qd = Qs 

   Equilibrium Equationsالمعادلاث التىازنيت:       -6

ٟٚ٘ رشجٗ اٌّؼبدلاد اٌزؼش٠ف١خ , غ١ش أٗ لا ٠ٍضَ اْ رىْٛ طؾ١ؾخ دائّب , فٟٙ ١ٌغذ ِزطبثمبد ٚ ئّٔب            

رؾذ ششٚط ِؼ١ٕخ فمظ ٟ٘ ششٚط اٌزٛاصْ , ٚ ثبٌزبٌٟ فارا ٌُ ٠زؾمك ششط اٌزٛاصْ , رزؾمك طؾخ ٘زٖ اٌّؼبدلاد 

 فلا رزؾمك ٘زٖ اٌّؼبدلاد.

 (9) ب ٠ٍٟ 3ِىٛٔبد إٌّٛرط ف١ّىٓ رظ١ٕفٙب اٌٝ ِ أِب

3 ٟٚ٘ اٌّزغ١شاد اٌزٟ رإصش فٟ إٌّٛرط ٚ رزأصش ثٗ , ٚرزؾذد ل١ّزٙب ِٓ داخً إٌّٛرط ,                        المتغيراث الذاخليت -1

 ػٓ طش٠ك ِؼشفخ ل١ُ اٌّؼبِلاد ٚ ل١ُ اٌّزغ١شاد اٌخبسع١خ , ٚ رغّٝ أ٠ضبً ثبٌّزغ١شاد اٌزبثؼخ.

 ٚ رمغُ اٌٝ 3 3المتغيراث المحذدة مسبقاً  -9

3 ٟٚ٘ اٌّزغ١شاد اٌزٟ رإصش فٟ إٌّٛرط ٚلا رزأصش ثٗ , ٚ رزؾذد ل١ّزٙب ِٓ خبسط  المتغيراث الخارجيت - أ

  .( G0 )اٌؾىِٟٛ  الإٔفبقإٌّٛرط, ِضً 

3 ٟٚ٘ اٌّزغ١شاد اٌزٟ رإخز ل١ّزٙب ِٓ اٌفزشح اٌغبثمخ ِضً اٌذخً فٟ اٌفزشح المتغيراث المتخلفُت زمنياً   - ب

 P t-1. (2) ٚ اٌغؼش ِٓ اٌفزشح اٌغبثمخ Y t-1اٌغبثمخ 

     Parameters    المعلماث : -3
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ٟٚ٘ اٌّؼبِلاد اٌزٟ رشزشن ِغ اٌزغ١ش , ٚ٘زٖ اٌّؼبِلاد ٠ّىٓ اْ رىْٛ أػذاداً اٚ سِٛصاً  ٟٚ٘ ػبدح      

 (9) :فٟ داٌخ الاعزٙلان  a  ٚb, وّب ٘ٛ اٌؾبي اٌّؼٍّبد   Constantsلا رزغ١ش ٌٚزا فٟٙ صٛاثذ 

C = a + bY  

 الذوال الرياضيت  5 -1

ٚ٘زا اٌزؼج١ش ٠غزخذَ فٟ ِخزٍف اٌؼٍَٛ ِٕٚٙب اٌؼٍَٛ اٌطج١ؼ١خ ٚ  أوضشاٌذاٌخ ٟ٘ اٌزؼج١ش ػٓ اٌؼلالخ ث١ٓ ِزغ١ش٠ٓ اٚ 

رؼشع اٌغبص اٌٝ ضغظ فٟ دسعخ ؽشاسح صبثزخ فأْ ؽغّٗ ٠زغ١ش ٚ٘زا  ئراػٍُ الالزظبد , ففٟ اٌؼٍَٛ اٌطج١ؼ١خ ِضلاً , 

٠ؼٕٟ اْ ؽغُ اٌغبص ٘ٛ داٌخ ٌضغطٗ , ٚفٟ الالزظبد اْ اٌى١ّخ اٌّطٍٛثخ ِٓ عٍؼخ ِؼ١ٕخ فٟ عٛق ِؼ١ٓ رؼزّذ ثشىً 

زغ١ش٠ٓ ٚ ٚ ِٓ ٘زٖ الأِضٍخ ٠ظٙش اْ فىشح اٌذاٌخ رزضّٓ اٌؼلالخ ث١ٓ ل١ّزٟ ِ ِٓ الأشىبي ػٍٝ عؼش رٍه اٌغٍؼخ.

 (1)اػزّبد اؽذ اٌّزغ١ش٠ٓ ػٍٝ ا٢خش.

 ٕ٘بن فشق س٠بضٟ عٛ٘شٞ ث١ٓ اٌؼلالخ ٚ اٌذاٌخ فبٌؼلالخ لذ رىْٛ دا١ٌخ اٚ غ١ش دا١ٌخ ٚ ِٓ اٌؼلالبد اٌغ١ش دا١ٌخ 3

   Y = C + I الاعزٙلان + الاعزضّبس = اٌذخً                                                                             

                                                           Yd = Y – Tاٌضشائت = اٌذخً اٌّزبػ ٌٍزظشف     –اٌذخً 

                              V = P × Qاٌى١ّخ = اٌم١ّخ                                                          اٌغؼش  

 ِضً 3 اٌؼلالبد اٌذا١ٌخ فٟٙ ػلالخ رٕجإ٠خ رّزٍه صبثزبً اٚ ػذد ِٓ اٌضٛاثذ أِب

Qd = f(Q)            or               Qd = a- b P                                                                      

  I = f( r )               or                C = f( Y ) ٚ٘ىزا ثبٌٕغجخ ٌـــ                                               

 (1)ثؾ١ش أرا رغ١ش اٌّزغ١ش اٌّغزمً ٠زغ١ش اٌّزغ١ش اٌزبثغ.

 Types of Functions:  أنىاع الذوال  6 -1

راد ِزغ١شارٙب اٌٝ دٚاي راد ِزغ١ش ٚاؽذ اٚ دٚاي ٠ّىٓ رمغ١ُ اٌذٚاي اٌٝ ػذح رمغ١ّبد فمذ رمغُ ِٓ ؽ١ش ػذد        

ػذح ِزغ١شاد , وّب ٠ّىٓ رمغُ اٌٝ دٚاي خط١خ ٚ دٚاي غ١ش خط١خ , ٚ اْ اٌذٚاي عٛاء وبٔذ خط١خ أَ غ١ش خط١خ لذ 

 (1)رىْٛ ِٓ ِزغ١ش ٚاؽذ اٚ ِٓ ػذح ِزغ١شاد.

 Linear Functions         الخطيت:الذالت  -1

لاْ ِؼبدٌزٙب ِٓ  ( (1) أظش فٟ شىً) اٌزٟ ٠ىْٛ شىٍٙب اٌج١بٟٔ ػٍٝ شىً خظ ِغزم١ُٟٚ٘ اٌذاٌخ            

                              Y = a + bx اٌؼبِخ3الأٌٚٝ ٚرىْٛ ط١غزٙب اٌؼبِخ ٚرىْٛ ط١غزٙب اٌذسعخ 

 (1)3 ا٢رٟفأْ اٌذاٌخ رزخز اٌشىً    b = 0صٛاثذ فارا وبْ   a , bؽ١ش اْ 
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 Y = a 

 

      Non Linear Functions خطيت:الذوال الغير  -2

ِٓ ٚاؽذ  أوضشٟٚ٘ اٌذاٌخ اٌزٟ ٠ىْٛ شىٍٙب اٌج١بٟٔ غ١ش ِغزم١ُ ٚ ٠ظٙش ف١ٙب اٌّزغ١ش اٌّغزمً ِشفٛع اٌٝ لٜٛ 

   :ٚ٘زٖ اٌذاٌخ رزخز ػذح أشىبي ِٕٙب 

a)  اٌذاٌخ ِٓ اٌذسعخ اٌضب١ٔخ 3 ٚ رغّٝ اٌذاٌخ اٌزشث١ؼ١خ Quadratic Function  ٚرىْٛ اوجش لٛح ٌٍّزغ١ش

 ب١ٔخ ٚ ِضبٌٙب 3اٌض حاٌّغزمً ف١ٙب ٟ٘ اٌمٛ

Y = x
2 

Y = 12 + 4x
2

 

Y = 3 – 2x + 5x
2

  

 ٚ ط١غزٙب اٌؼبِخ 

Y = a + bx + cx
2 

 

b)  اٌذاٌخ ِٓ اٌذسعخ اٌضبٌضخ فأوضشCubic and Higher Power Function3  اٌذاٌخ اٌزٟ رىْٛ ف١ٙب ٟ٘ٚ

  اٌؼبِخ3( فأوضش ٚ ط١غزٙب 8لٛح اٌّزغ١ش اٌّغزمً )

        dx
3

  +Y = a + bx + cx
2 

 ... اٌخ 5اٚ  1ٚوّب ٠ّىٓ اْ رىْٛ لٛح اٌّزغ١ش اٌّغزمً أوضش ِٓ صلاصخ وأْ رىْٛ     

c)   اٌذٚاي إٌغج١خ3 فٟ اٌذاٌخ   
     

        
وٕغجخ ث١ٓ داٌز١ٓ وض١شرٟ                 (Y)ٚ اٌزٟ رؼجش ف١ٙب ػٓ ل١ّخ   

 , رؼشف ثأٔٙب داٌخ ٔغج١خ. (x)اٌؾذٚد فٟ اٌّزغ١ش 

d) 3 ِضً  -الاع١خy = a
 x

 ؽ١ش ٠ّضً الأط فٟ ٘زٖ اٌذاٌخ ثبٌّزغ١ش اٌّغزمً. ٟٚ٘ داٌخ غ١ش عجش٠خ. 

         (e  3 خٛغبس٠ز١ّاٌٍاٌذاٌخ- y = Log a x    .(1)ٟٚ٘ داٌخ غ١ش عجش٠خ 

 

  

 

 

 

 

 

 

y = a 

y 

x 

 اٌذاٌخ اٌضبثزخ( 1شىً )
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x 

y 

a0             

  

y = a0+ a1 x 

a0      
x     

y      

y = a0+ a1 x + a2 x
2
   

   

 

y        

a 0 

x 

y = a0+ a1 x + a2 x
2
 + a3 x

3
 

 اٌذاٌخ اٌزىؼ١ج١خ

y 

x 

الدالة 

 النسبية 

 ( الدالة ال  ية2     ) 

   
     

 
   

      a  > 0 

y  

y = a
 x

 

  a >1    

      

x 

 الدالة الاسية

y 

x 

 خاٌٍٛغبس٠ز١ّاٌذاٌخ 

y = Log a x     

 اٌذاٌخ اٌزشث١ؼ١خ 

     

 

اٌذاٌخ ( 9شىً )

 اٌخط١خ

 

 ( اٌذاٌخ اٌزشث١ؼ١خ8شىً  ) ( اٌذاٌخ اٌخط١خ9شىً  )

 النسبية( الدالة 5     ) الت عيبية( الدالة 4     )

 ةاللوغاريتمي( الدالة 7     ) الاسية( الدالة 6     )
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 Market Equilibriumتوازن السوق: 

ٝقصذ تت٘اصُ اىس٘ق اى٘ص٘ه اىٚ اىساىح اىتٜ تنُ٘ فٖٞا ق٘ٙ اىعشض ٗ اىطية عيٚ اىسيعح عْذ ٗظع        

الاستقشاس, اىزٛ لا ٝشغة ازذ فٜ تغٞٞشٓ. فَثلاً عْذ ٗخ٘د ق٘تِٞ تتثادلاُ اىتأثٞش فٜ أٛ س٘ق ٍِ الأس٘اق : 

ذٍح اٗ ٍعذه الإّتاج , ٗ اىثاّٞح ٍت٘ىذج عِ تأثٞش الأٗىٚ ّاتدح عِ اىتأثٞش اىَت٘ىذ ٍِ خاّثٜ ٍْتدٜ اىسيعح اٗ اىخ

ٍستٖينٜ اىسيع اٗ ٍعذه الاستٖلاك . ٗ عْذٍا تتساٗٙ ٕاتاُ اىق٘تاُ فٜ تأثٞشَٕا  ٝصثر س٘ق اىسيعح فٜ زاىح 

 ت٘اصُ.

 Linear Modelsالنماذج الخطية:  -1

  Market Demand طلب السوق : 1-1

ٍِ قثو  (The Aggregate Quantity Demanded)اىسيعح اُ غية اىس٘ق ٝعْٜ اىطية اىنيٜ عيٚ       

خَٞع اىَستثَشِٝ )اٗ اىَستٖينِٞ( فٜ فتشج صٍْٞح ٍعْٞح ٗ تَختيف الأسعاس. ٗىنُ٘ داىح اىطية تتعَِ عذداً ٍِ 

اىَتغٞشاخ اىَستقيح ) سعش اىسيعح , أسعاس اىسيع اىثذٝيح ٗ اىَنَيح , دخو اىَستٖيل , زدٌ اىسناُ( . إلا اُ 

ٝقتصش إتَاٍْا عيٚ دساسح اىعلاقح تِٞ غية اىس٘ق عيٚ سيعح ٍعْٞح ٗ عيٚ سعش ٕزٓ اىسيعح , ٗ س٘ف س٘ف 

 تأخز داىح اىطية اىصٞغح اٟتٞح:

Qd = a – b P       (a, b > 0) 

عيٚ سيعح ٍعْٞح ٕ٘ داىح خطٞح فٜ سعش تيل اىسيعح , تاعتثاس اُ  (Qd)ٕٗزٓ اىَعادىح تثِٞ اُ غية اىس٘ق       

Qd  ٗ ٍتغٞش تاتعP :ٜ(2)  ٍتغٞش ٍستقو . ٗ َٝنِ ت٘ظٞر داىح غية اىس٘ق تٞاّٞاً, مَا ٝي 

 

  

 

 

 

 

 

 Market Supply : عرض السوق  2-1

( (The Aggregate Quantity Suppliedٝذعٚ عشض اىس٘ق ىسيعح ٍا تاىنَٞاخ اىنيٞح اىَعشٗظح          

ٍِ قثو خَٞع اىثائعِٞ )اٗ اىَْتدِٞ( فٜ فتشج صٍْٞح , ٗ تالأسعاس اىَختيفح. ٗىنُ٘ داىح اىعشض تتعَِ عذداً ٍِ 

اىَتغٞشاخ اىَستقيح ) سعش اىسيعح , أسعاس ع٘اٍو الإّتاج ٗ غٞش رىل( , ٗىغشض تثسٞػ اىَْ٘رج ستقتصش 

 ٗ س٘ف تأخز داىح اىعشض اىصٞغح اٟتٞح: ح ٍعْٞح ٗ سعشٕا.دساستْا عيٚ اىعلاقح تِٞ عشض اىس٘ق ىسيع

Qs = - c + d P    (c, d > 0) 

Qd 

Qd = a – b P 

       

P  

a 



 كوري حيدر عبود دم.أ. الاقتصاد الرياضي 2المحاضرة 

 
9 

 

زٞث اُ  (P)ٍِ سيعح ٍعْٞح ٕ٘ داىح خطٞح ىسعش تيل اىسيعح  Qsح تشٞش اىٚ اُ عشض اىس٘ق ىٕزٓ اىَعاد      

(Qs)   ٗ تَثو اىَتغٞش اىتاتع(P)  : ٜاىَتغٞش اىَستقو. َٗٝنِ ت٘ظٞر داىح عشض اىس٘ق ,ٗمَا ٝي 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 حل نموذج التوازن الجسئي ذو سلعة واحدة : أولا :  

اُ َّ٘رج اىس٘ق ٝتنُ٘ ٍِ ٍعادىتِٞ )ٍعادىح اىطية ٗ ٍعادىح اىعشض( ٍعاف إىٖٞا ششغ اىت٘اصُ ٗ      

 أٛ اىقٌٞ اىت٘اصّٞح ىٖزٓ اىَتغٞشاخ : (Qd , Qs , P)اىَطي٘ب ٕ٘ زو اىَْ٘رج أٛ ٍعشفح قٌٞ اىَتغٞشاخ 

Qd = a – b P ……………. (1) 

Qs = - c + d P…………… (2) 

Qd = Qs …………….…… (3) 

a)  ,زو اىَْ٘رج تٞاّٞاً َٝنِ اُ ٝتٌ عْذ خَع داىح عشض اىس٘ق اىٚ داىح غية اىس٘ق فٜ شنو تٞاّٜ ٗازذ

ٗفٞٔ ٝتثِٞ اُ ْٕاك سعش ٗازذ فقػ تتساٗٙ عْذٓ اىنَٞح اىَطي٘تح ٍع اىنَٞح اىَعشٗظح , ٕٗزا اىسعش 

 (2ٝتسذد ٍِ تقاغع ٍْسْٚ اىطية ٗ اىعشض ٗعيٚ اىْس٘ اٟتٜ: )

 

 

 

 

Qs    

Qs = -c + d P    (c , d > 0) 

P   

-c        

0  
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b) . ًزو اىَْ٘رج سٝاظٞا 

 : ىَا ماُ

  .….…………… Qd = a – b P)داىح اىطية(

  ……...………Qs = - c + d P)داىح اىعشض(

  ……..…………… Qd = Qs)ششغ اىت٘اصُ(

 اىساتقتِٞ ّسصو عيٚ :ٍِٗ خلاه ششغ اىت٘اصُ ٗ تاستخذاً اىذاىتِٞ 

a – b P = - c + d P  

a + c  = b P + d P 

 a + c = P (b + d) 

̅ :                                                                                          سعش اىت٘اصُ اى  

 
      

      
 ّع٘ض اىسعش اىت٘اصّٜ فٜ داىح اىطية. ,  ٗ ىيسص٘ه عيٚ اىنَٞح  اىت٘اصّٞح  

 ̅           
   (     )

      
  

 ̅   
   (     )   (     ) 

      
  
                  

      
   

̅ اىنَٞح اىت٘اصّٞح :                                                                                                      

 
         

      
  

Qd = a – b P 

Qs = - c + d P 

P 

Qd, Qs 

 ̅ = Qd = Qs 

1 

- C 

 ̅ 
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Ex (1): Find the Equilibrium Price and Quantity for the market when: 

Qd = 10 – 2P   ,   Qs = -5 + 3P    , Qd = Qs 

Sol: 

   Qd = Qs 

  10 – 2P = -5 + 3P     

15 = 5 P 

   ̅   
      

  
   3 

 فٜ ٍعادىح اىطية ّسصو عيٚ اىنَٞح اىت٘اصّٞح : Pّع٘ض قَٞح 

 ̅  = 10 – 2P = 10 – 2(3) = 4 

Or  

 ̅   
       

      
     ̅   

       

  
 = 3 

 ̅   
         

      
    ̅   

    ( ) –  ( )

      
    ̅   

       

  
 = 4   

Or  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

10 

9 

8 

7 

6 

5 

4 

3 

2 

1 

0 

-1 

-2 

-3 

-4 

-5 

 1     2      3     4     5    6    7 

Q 

(0,-5) 

(1.7, 0) 

(3,4) 

(5,0) 

Qd = 10 – 2P 

Qs = -5 + 3P 
(0,10) 

P 
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Ex (2): Find the Equilibrium Price and Quantity for the market when:  

Qd = 125 – 2P   ,   Qs = -45 + 8P    , Qd = Qs   Find ( ̅) and ( ̅) by using: 

1) Substitution method                                                                          غشٝقح اىتع٘ٝط

     

2) The Elimination method                                                                       غشٝقح اىسزف

     

Sol :  

(1) 

  Qd = Qs 

  125 – 2P = -45 + 8P     

170 = 10 P 

   ̅   
      

   
اىسعش اىت٘اصّٜ                                                                                          17   

     

 فٜ ٍعادىح اىطية ّسصو عيٚ اىنَٞح اىت٘اصّٞح : Pّع٘ض قَٞح 

اىنَٞح اىت٘اصّٞح                                                                  91 = 34 – 125 = (17)2 – 125 =  ̅ 

    

(2)  

Qd = Qs = Q   

Q = 125 – 2P   Q + 2P = 125   ……………….. (1) 

Q = -45 + 8P   Q – 8P = -45    ………………... (2) 

……………………………………………………………………… 

10P = 170   P = 
      

   
   17                                                                                     اىسعش اىت٘اصّٜ 

     

 (  ّسصو عيٚ اىنَٞح اىت٘اصّٞح :1فٜ ٍعادىح ) Pّع٘ض قَٞح 

Q + 2(17) = 125   

Q = 125 – 34 = 91 اىنَٞح اىت٘اصّٞح                                                                                         

     

 تاىطشذ
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 ثانياً: التوازن في السوق ذي ثلاث سلع

َٝنِ استخشاج قٌٞ اىنَٞاخ ٗ الأسعاس اىت٘اصّٞح ىٖزٓ اىسيع ٗ تاىطشق اىشٝاظٞح ّفسٖا فٜ زو اىَْارج        

ساتقح.اىخطٞح اى  

 

Ex (3): Find   ̅  ,  ̅  ,  ̅  ,  ̅  ,  ̅  ,  ̅  from the functions : 

Qd 1 = 16 – 2P1 + 2P2 – P3           ,      Qs 1 = –5 + P1 

Qd 2 = 8 + 2P1 – P2 + 2P3             ,      Qs 2 = –2 + 2P2 

Qd 3 = 4 – P1 + P2 – P3                 ,      Qs 3 = –1 + P3 

Sol:  

Qd 1 = Qs 1 

16 – 2P1 + 2P2 – P3 = –5 + P1 

– 2P1 – P1 + 2P2 – P3 = –5 – 16  

– 3P1 + 2P2 – P3 = – 21 (                                                                     -1ّعشب اىَعادىح فٜ ) 

    

3P1 – 2P2 + P3 = 21    ……………………… (1)  

Qd 2 = Qs 2 

8 + 2P1 – P2 + 2P3 = –2 + 2P2 

2P1 – 2P2 – P2 + 2P3 = –2 – 8 

2P1 – 3P2 + 2P3 = –10                                                                      ( -1ّعشب اىَعادىح فٜ ) 

    

– 2P1 + 3P2 – 2P3 = 10   ………………….… (2) 

Qd 2 = Qs 2 

4 – P1 + P2 – P3 = –1 + P3 

 – P1 + P2 – P3 – P3 = –1 – 4 

– P1 + P2 – 2P3= – 5                                                                         ( -1ّعشب اىَعادىح فٜ ) 
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P1 – P2 + 2P3 = 5 ………………………….... (3) 

( فٜ تــــ اىعذد 1ّعشب ٍعادىح ) 

(2)  

6P1 – 4P2 + 2P3 = 42    ……………………… (4) 

(4( ٍع ٍعادىح سقٌ )2ّدَع اىَعادىح )  

– 2P1 + 3P2 – 2P3 = 10   ………………….… (2) 

6P1 – 4P2 + 2P3 = 42    ……………………… (4) 

4P1 – P2 = 52    ……………………………… (5) ْٝتح                                                      

     

(3( ٍع ٍعادىح سقٌ )2ّدَع اىَعادىح )  

– 2P1 + 3P2 – 2P3 = 10   ………………….… (2) 

P1 – P2 + 2P3 = 5 ………………………….... (3) 

----------------------------------------------------------  

–P1 + 2P2 = 15 …………………………….... (6)    

( فٜ تــــ اىعذد 5ّعشب ٍعادىح ) 

(2)  

8P1 – 2P2 = 104 ...…………………………… (7) 

( ْٝتح:7ادىح سقٌ )( ٍع ٍع6ّدَع اىَعادىح )  

7P1 = 119      P1 = 
        

 
  = 17      

 ( 6فٜ ٍعادىح )  P1تتع٘ٝط قَٞح 

–17 + 2 P2 = 15 

2P2 = 17 + 15   P2 = 
       

 
    P2 = 16   

 (4) فٜ ٍعادىح P1  ٗP2تتع٘ٝط قَٞتٜ 

6)17) – 4(16) + 2P3 = 42     

102 – 64 + 2P3 = 42 
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2P3 = 4   P3 = 
      

 
    P2 = 2   

 فٜ ٍعادىح اىطية الأٗىٚ ىْسصو عيٚ اىنَٞح اىت٘اصّٞح الأٗىٚ P1  ,P2  ٗP3تتع٘ٝط قٌٞ 

 ̅ 1 = Qd 1 = 16 – 2P1 + 2P2 – P3 = 16 – 2(17) + 2(16) – 2 = 12          

 فٜ ٍعادىح اىعشض الأٗىٚ ىْسصو عيٚ اىنَٞح اىت٘اصّٞح الأٗىٚ P1  ,P2  ٗP3اٗ تتع٘ٝط قٌٞ 

 ̅ 1 = Qs 1 = –5 + P1 = –5 + 17 = 12 

 فٜ ٍعادىح اىطية اىثاّٞح ىْسصو عيٚ اىنَٞح اىت٘اصّٞح اىثاّٞح P1  ,P2  ٗP3تتع٘ٝط قٌٞ 

 ̅ 2 = Qd 2 = 8 + 2P1 – P2 + 2P3= 8 – 2(17) + 16– 2(2) = 30          

 ٞح اىثاّٞحفٜ ٍعادىح اىعشض اىثاّٞح ىْسصو عيٚ اىنَٞح اىت٘اصّ P1  ,P2  ٗP3اٗ تتع٘ٝط قٌٞ 

 ̅ 2 = Qs 2 = –2 + 2P2 = –2 + 2(16) = –2 + 32 = 30 

 فٜ ٍعادىح اىطية اىثاىثح ىْسصو عيٚ اىنَٞح اىت٘اصّٞح اىثاىثح P1  ,P2  ٗP3تتع٘ٝط قٌٞ 

 ̅ 2 = Qd 2 = 4 – P1 + P2 – P3= 4 – 17 + 16 – 2 = 1          

 فٜ ٍعادىح اىعشض اىثاىثح ىْسصو عيٚ اىنَٞح اىت٘اصّٞح اىثاىثح P1  ,P2  ٗP3اٗ تتع٘ٝط قٌٞ 

 ̅ 3 = Qs 3 = –1 + P3 = –1 + 2 = 1 
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 The Effect of the Production Tax of theاثر ضريبة الإنتاج على توازن السوق   

Equilibrium market 

عىدما وفسض ظسٌبت على سعس مل وزدة مه وزداث الإوخاج فأن السعس الخىاشوً سىف ٌسحفع ولنه         

بمقداز اقل مه مقداز العسٌبت على الىزدة , وعىد فسض العسٌبت حبقى زالت الطلب دون حغٍٍس, غٍس ان دالت 

سىق بمقداز العسٌبت , وهرا العسض سىف حخغٍس لان السعس الري سٍسصل علٍه المىخح ٌنىن اقل مه سعس ال

, فأن دالت العسض حصبر على  (T)ٌؤدي الى حقلٍل النمٍت المعسوظت مرلل فأن افخساض ان مقداز العسٌبت 

 الشنل الخالً: 

Qd = a – b P         ……………… (1) 

Qs = – c + d (P-t)     ……..………. (2) 

PT = P – t            ………...…….. (3) 

Qd = Qs                ………………. (4)  

, وفً هرا الىمىذج  (Qd  , Qs , P , T)هرا ٌعىً ان هىاك ومىذج مه أزبع معادلاث و أزبع مخغٍساث وهً     

 مخغٍس خازخً حخسدد قٍمخه مه خازج الىمىذج.  (T)معلماث , وان  a , b , c , dحمثل 

 ماَحً:  و عىد زدود الخىاشن فً السىق بعد فسض العسٌبت ٌنىن الخعىٌط   

Qd = Qs 

a – b P = – c + d (P – t)  

a – b P = – c + dP – dt 

a + c = b P + dP – dt 

a + c + dt = P(b + d)  

P = 
               

     
 = 
           

     
  
  

     
 

 (1ولاٌداد النمٍت الخىاشوٍت بعد فسض العسٌبت , وعىض عه السعس الخىاشوً فً معادلت زقم )

 ̅ = a – b P 

  ̅ = a – b (
               

     
)  

̅ بخىزٍد المقاماث                                                                                    
   (   )    (          )   

     
  

 ̅ = 
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 ̅ = 
     –           

     
 

   ̅ = 
     –      

     
  
        

     
  

)و ٌخبٍه بىظىذ ان حأثٍس العسٌبت على النمٍت الخىاشوٍت ٌنىن بخقلٍلها بمقداز 
        

     
)(.2) 

 وٌمنه حىظٍر اثس العسٌبت على سعس الخىاشن و ممٍت الخىاشن بالىقاغ اَحٍت:

*بما ان   -1
       

     
فأن اثس العسٌبت على سعس الخىاشن ٌنىن مىخب دائماً. و ان السعس ٌصداد بسبب  +  

*فسض العسٌبت بما ٌساوي 
      

     
 .(t)لنل وزدة وازدة مه العسٌبت  +

*إذا ماوج  -2
      

     
)فهرا ٌعىً ان  +  

       

     
و ٌعىً أٌعا ان  الصٌادة فً سعس الخىاشن بسب  (  

 مقداز العسٌبت. فسض العسٌبت حنىن اقل مه

 *بما ان  -3
       

     
فأن اثس فسض العسٌبت على ممٍت الخىاشن ٌنىن سالب دائماً , وان هرا الىقص  +  

 .(t)فً النمٍت بسبب فسض العسٌبت ٌنىن مساوٌاً لنل وزدة وازدة مه العسٌبت 

 وٌمنه حىظٍر اثس فسض العسٌبت على مل مه سعس الخىاشن و ممٍت الخىاشن بٍاوٍاً. و مما فً الشنل اَحً:      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Qd, Qs 

Q0 

 ̅  = Qd = Qs 

0 

-(c + dt) 

  bt 

d  b
   

     

Qs = - c + dP 

Qs = - c + d(P – t) 

(P̅ ,  ̅) 

  dt 

d   b
 

P 

(P0, Q0) 
  bdt   

b   d
 

Qd = a - bP  

P0          P̅ 

-c 

D 
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Ex (4): If the Demand and Supply functions as following: 

Qd = 120 –2P   ,   Qs = 20 + 3P    , Qd = Qs 

 Find (P̅) and ( ̅) before and after the Tax (t = 5) 

Sol: before the Tax (t = 5) 

    Qd = Qs 

  120 – 2P = 20 + 3P     

100 = 5 P 

  P̅   
      

 
السعس الخىاشوً                                                                                          20   

     

 فً معادلت الطلب وسصل على النمٍت الخىاشوٍت : Pوعىض قٍمت 

                       النمٍت الخىاشوٍت                                            80 = 40 – 120 = (20)2 – 120 =  ̅ 

After the Tax (t = 5), s=4 

Qs = 20 + 3P T        , PT = (P – t)   , t = 5 

 Qs = 20 + 3(P – 5) 

Qs = 20 + 3P – 15  

Qs = 5 + 3P معادلت العسض بعد إظافت العسٌبت                                                                           

       Qd = Qs 

  120 – 2P = 5 + 3P 

120 – 5 = 3P + 2P 

115 = 5P    P = 
       

 
 = 23 

 t = 5 و بالخعىٌط فً معادلت العسض بعد إظافت العسٌبت   

 Qs = 5 + 3P = 5 + 3(23) = 74                                                   النمٍت الخىاشوٍت بعد إظافت

 العسٌبت
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Qs = 20 + 3P S        , PS = (P + s)   , t = 4 

 Qs = 20 + 3(P + 4) 

Qs = 20 + 3P +  12  

Qs = 32 + 3P                                                                             الدعممعادلت العسض بعد إظافت  

     Qd = Qs 

  120 – 2P = 32 + 3P 

120 – 32 = 3P + 2P 

88 = 5P    P = 
      

 
 = 17.6 

 t = 5 و بالخعىٌط فً معادلت العسض بعد إظافت العسٌبت   

 Qs = 32 + 3P = 32 + 3(17.6) = 84.8                                  النمٍت الخىاشوٍت بعد إظافت العسٌبت  

Qd = 120 –2P   ,   Qs = 20 + 3P 

Qs = 32 +3(0) = 32  

  0 = 32 +3P , 3P = -32 , P =
   

 
= -10.7     

 

 

p Qs (P, Qs) 

0 32 (0, 5) 

-10.7 0 (-6.7, 0) 

 

 

 

 

 

 

 

 

(P, Q) Q P 

(0, 120) 120 0 

(60, 0) 0 60 



 كوري حيدر عبود دم.أ. الاقتصاد الرياضي 3المحاضرة 

 
02 
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Ex (6): If the Demand and Supply functions as following: 

Qd = 10 – P   ,   Qs = -5 +2 P    , Qd = Qs 

   Find: 

1) (P̅) and ( ̅). 

2) (P̅) and ( ̅) after the Tax (t = 1) 

Sol: (1) 

    Qd = Qs 

  10 – P = -5 + 2P     

15 = 3 P 

  P̅   
     

 
السعس الخىاشوً                                                                                              5     

 فً معادلت الطلب وسصل على النمٍت الخىاشوٍت : Pوعىض قٍمت 

النمٍت الخىاشوٍت                                                                                            5 = (5) – 10 =  ̅ 

     

After the Tax (t = 1) 

Qs = -5 +2 P S        , PT = (P + s)   , t = 1 

 Qs = -5 +2 (P +1) 

Qs = -5 +2 P +2 

Qs = -3 + 2P ت العسٌبت                                                                         معادلت العسض بعد إظاف 

        Qd = Qs 

  10 – P = -7 + 2P 

10 + 7 = P + 2P 

17 = 3P    P = 
      

 
 = 5.67 

 t = 1 و بالخعىٌط فً معادلت العسض بعد إظافت العسٌبت   

  ̅  = Qs = -7 + 2P = -7 + 2(5.67) = 4.34                    النمٍت الخىاشوٍت بعد إظافت العسٌبت  

Ex (7): If the Demand and Supply functions as following: 
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Qd = 25 – 0.2 P   ,   Qs = -8 + 0.3 P    , Qd = Qs 

   Find: 

1) (P̅) and ( ̅). 

2) (P̅) and ( ̅) after the Tax (t = 8) 

Sol: (1) 

    Qd = Qs 

  25 – 0.2P = -8 + 0.3 P 

25 + 8 = 0.2 P + 0.3 P 

33 = 0.5 P 

  P̅   
     

   
السعس الخىاشوً                                                                                            66   

   

 فً معادلت الطلب وسصل على النمٍت الخىاشوٍت : Pوعىض قٍمت 

 ̅  = Qd = 25 – 0.2 (66)    = 25 – 13.2 = 11.8                                                النمٍت الخىاشوٍت

     

Sol: (2)  After the Tax (t = 8) 

Qs = -8 + 0.3 PT        , PT = (P – t)   , t = 8 

 Qs = -8 +0.3 (P – 8) 

Qs = -8 +0.3 P – 2.4 

Qs = -10.4 + 0.3P معادلت العسض بعد إظافت العسٌبت                                                                  

       Qd = Qs 

  25 – 0.2P = -10.4 + 0.3P 

25 + 10.4 = 0.2P + 0.3P 

35.4 = 0.5P    P = 
        

   
 = 70.8 

 t = 8 و بالخعىٌط فً معادلت العسض بعد إظافت العسٌبت   

 Qs = -10.4 + 0.3P = -10.4 + 0.3(70.8) = 10.84                         النمٍت الخىاشوٍت بعد إظافت

 العسٌبت
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 :Nonlinear Market Modelالنماذج الغير خطية 

 ٌمنه ان وسل الىماذج الغٍس خطٍت بالطسق اَحٍت:     

1- Graphically                                                                                                      ًبٍاوٍا

     

2- Factorization                                                                                  الخسلٍل الى العىامل  

3- The General Quadratic formula                                     )غسٌقت الصٍغت العامت )الدسخىز

     

Ex (8) : If the demand and Supply functions in the market are following : 

   Qd = 4 –P
2
   ,   Qs = –1 + 4P    ,  Qd  = Qs  

Find (P̅) and ( ̅) by using: 

1- Factorization method 

2- The General Quadratic formula  

Sol:(1) 

  Qd = Qs 

  4 – P
2
   = –1 + 4P  

  P
2
 + 4P = 4 + 1 

 P
2
 + 4P – 5 = 0 

(P + 5) (P – 1) = 0 

Either 

 P + 5 = 0   P = – 5 حهمل 

Or  

P – 1 = 0   P = 1 

 فً معادلت الطلب Pوعىض قٍمت 

 ̅ = Qd = 4 –P
2
 = 4 – (1)

2
 = 3 

Sol: (2) 
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   aP
2
 + bP + c = 0 

   P
2
 + 4P – 5 = 0, a = 1, b=4, c = -5 

P = 
      √           

  
 

P = 
      √( )     ( )(  )   

 ( )
 

P = 
      √          

 
  
      √   

 
  
        

 
 

Either 

 P = 
         

 
 = – 5 حهمل          

Or  

P = 
        

 
 = 1 

 فً معادلت العسض : Pوعىض عه قٍمت 

 ̅ = Qs = –1 + 4P = –1 + 4(1) = 3 

Ex (9): If the Demand and Supply functions as following: 

P + Q
2
 + 3Q – 20 = 0         Demand function  

P – 3Q
2
 + 10Q – 5 = 0       Supply function,  

Qd = Qs 

Find (P̅) and ( ̅) by using: 

1-     Factorization method 

2- The General Quadratic formula  

Sol:  (1) 

  Qd = Qs 

  P + Q
2
 + 3Q – 20 = P – 3Q

2
 + 10Q – 5 

P + Q
2
 + 3Q – 20 – P + 3Q

2
 – 10Q + 5 = 0 

 4Q
2
 – 7Q - 15 = 0  
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(4Q + 5) (Q – 3) = 0 

Either 

4Q + 5= 0    4Q = – 5      
     

 
 حهمل           

Or  

Q – 3 = 0   Q  = 3 

 فً معادلت الطلب : Qوعىض عه قٍمت 

P + Q
2
 + 3Q – 20 = P + 9 + 9 – 20 = 2 

Sol: (2) 

aQ
2
 + bQ  + c = 0  

4Q
2
 – 7Q - 15 = 0, a =4, b = -7 , c = -15 

Q = 
      √           

  
 

Q = 
     √(  )     ( )(   )   

 ( )
 

Q = 
     √           

 
  
     √    

 
  
         

 
 

Either 

 Q = 
         

 
 =
       

 
حهمل            

Or  

   Q = 
       

 
 = 
      

 
 = 3 

 فً معادلت الطلب : Q وعىض عه قٍمت 

P + Q
2
 + 3Q – 20 = P + 9 + 9 – 20 = 2 
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Ex (6): If the Demand and Supply functions as following: 

Qd = 10 – P   ,   Qs = -5 +2 P    , Qd = Qs 

Qs = -7 + 2P,  Qs = -3 + 2P 

0 = 10 – P,   P = 10 

0 = -5 +2P, 2P = 5, P = 2.5 

Qs = -3 + 2(0), Qs= -3 

0 = -3 +2P, 2P = 3, P = 1.5 

 

(P, Q) Q p 

(0,10) 10 0 

(10, 0) 0 10 

(P, Q) Q P 

(0, -3) -3 0 

(3.5, 0) 0 1.5 

P 

0     1     2     3     4     5     6     7    8    9     10     11     12     13 

10 

9 

8 

7 

6 

5 

4 

3 

2 

1 

0 

-1 

-2 

-3 

-4 

-5 

-6 

-7 

Qd          

Qs

1 

p 

Qs1 

   

   

   

Qs2 

Q 
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 : Income Equilibriumتوازن الدخل 

عٕد ذؽد٠د ِسرٜٛ اٌدخً ٠ىْٛ ِف١داُ اْ ٔمسُ الالرصاد اٌمِٟٛ اٌٝ لطاعاخ الإٔفاق ا٢ذ١ح: اٌمطاع اٌعاالٍٟ         

ٌىاً  , لطاع الأعّاي , اٌمطاع اٌؽىِٟٛ ٚ اٌمطاع اٌدٌٟٚ )اٌعااٌُ اٌااازظٟو ٚتّعاسد اْ ٠رؽادد اٌساٍٛن الأفاالٟ

ِٓ ٘رٖ اٌمطاعاخ ٠رّىٓ الالرصادٞ ِٓ اٌرٕثئ تّسرٜٛ اٌطٍة. أِا اٌطٍاة ياٟ إٌيس٠اح اٌؽد٠صاح ٘اٛ ل١اس اٌطٍاة 

يٟ الالرصاد اٌعصلٟ , ؼ١س ٠رغ١س ِفَٙٛ اٌطٍة , ٕ٘ا ١ٌساٚٞ ِعّٛع ل١ُ اٌسٍع ٚاٌادِاخ  إٌٙال١ح اٌراٟ ٠طٍثٙاا 

ظ١اح )لطااع الإعّاايو , اٌدٌٚاح )اٌمطااع اٌؽىاِٟٛو ٚ اٌعااٌُ اٌّسرٍٙىْٛ      ) اٌمطاع اٌعاالٍٟ , اٌّئسسااخ الإٔرا

 اٌاازظٟ )صايٟ اٌصادزاخو... ؼ١س اْ:

ADG = Y = C + I + G + (E – M) 

 ؼ١س اْ: 

AGD ٍٟاٌطٍة اٌى = Aggregate Demand 

Y   ًاٌدخ = Income 

C الاسرٙلان = Consumption 

I الاسرصّاز = Investment 

G ِٟٛالإٔفاق اٌؽى = Government Expenditure  

E اٌصادزاخ = Export 

M الاسر١ساداخ = Import 

 

 :توازن الدخل فٌ وموذج اقتصادً مكون مه قطاعَه

ٌغسض ذثس١ػ اٌرؽ١ٍاً ٔفاسض اْ الالرصااد ٠رىاْٛ ِآ لطااع١ٓ, اؼادّ٘ا لطااع الأعّااي ٚ ا٢خاس اٌمطااع        

اٌعالٍٟ , ٔفرسض اْ لطاع الأعّاي ٘ٛ اٌمطااع الإٔرااظٟ اٌٛؼ١اد ٌٍساٍع ٚ اٌاادِاخ ٚ اْ الإٔرااض ٠ارُ عآ غس٠اك 

اْ اٌمطااع اٌعاالٍٟ ٘اٛ اٌمطااع اٌٛؼ١اد اٌارٞ ذؤظ١س عٕاصس الإٔراض اٌرٟ ٠ّرٍىٙا اٌمطاع اٌعالٍٟ. ٚ ٔفراسض أ٠عاا 

٠شرسٞ اٌسٍع ٚ اٌادِاخ إٌّرعح يٟ لطااع الأعّااي ٚ أاٗ ٠ٕفاك واً اٌادخٛي اٌراٟ ٠ؽصاً ع١ٍٙاا. ٠ّٚىآ وراتراٗ 

 ز٠اظ١اً:

Y = C + I 

ِٓ ِعادٌح اٌدخً ٘رٖ ٔسٜ اْ عٕاصس اٌطٍة ) اٌسٍع ٚ اٌادِاخ اٌّطٍٛتحو يٟ الرصاد ٠رىْٛ ِٓ لطاع١ٓ ٠ّىآ 

 ذمس١ّٙا اٌٝ ِعّٛعر١ٓ:

aسااٍع الاساارٙلان و(C) ِاآ لثااً اٌمطاااع اٌعااالٍٟ  اٌّشاارساجعاآ ظ١ّااع اٌسااٍع ٚ اٌااادِاخ  س: ٚاٌرااٟ ذعثاا

 ٌلاسراداِاخ اٌااصح اٚ إٌٙال١ح.

bسٍع الاسرصّاز  و(I) لطاع الإعّايو لإٔراض سٍع ظد٠دج.  إٌّشآخ: ٟٚ٘ اٌسٍع اٌرٟ ذشرس٠ٙا( 
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 ٌ الىموذج ذً قطاعَه:التحلَل البَاوٌ لمستوى الدخل ف

 ٠رطٍة اٌرٕثئ تّسرٜٛ اٌدخً ذؽد٠د وً ِٓ الاسرٙلان ٚ الادخاز ٚ الاسرصّاز اٌّاطػ.     

aالاساارٙلان : ٚ٘ااٛ الإٔفاااق عٍااٝ  ااسالا سااٍع اساارٙلاو١ح ِاآ لثااً الأيااساد ٌغااسض ا ااثاع ؼاظاااذُٙ , ٚ  و

وو. 1ٚ ٔادزاً ِا ذثدأ داٌح الاسرٙلان ِٓ ٔمطح اٌصفس) وّا يٟ اٌشىً ) C = f(Y)الاسرٙلان داٌح ٌٍدخً  

ن ذٍماالٟ )ِسارمًو ؼ١س لاٌثاً ِا ذثدأ داٌاح الاسارٙلان ِآ ٔمطاح ياٛق اٌصافس ٌٍدلاٌاح عٍاٝ ٚظاٛد اسارٙلا

 C = a + bYو , 2)ٚ٘ٛ الاسرٙلان اٌغ١س ِسذثػ تاٌدخًو ٚترٌه يؤْ داٌح الاسرٙلان اٌشىً )

 

 

 

 

 

 

 

 ؼ١س اْ:

C .ِمداز الاسرٙلان = 

a .الاسرٙلان اٌرٍمالٟ )اٌّسرمًو = 

b  ا١ًٌّ اٌؽدٞ ٌلاسرٙلان =(MPC) :ْ٠ٚم١س اٌرغ١س يٟ الاسرٙلان إٌاذط عٓ اٌرغ١س يٟ اٌدخً, أٞ ا 

MPC = 
        

  
 = b 

bالادخاز: ٚ٘ٛ ادخاز اٌمطاع اٌعالٍٟ ) ٚ٘ٛ اٌعصلا ل١س إٌّفك ِٓ اٌدخًو, ٚاٌرٞ ٠عٕاٟ ذساستاً ياٟ دٚزج  و

عٕاٗ تاٌعاسٚزج ٔماي ياٟ الإٔفااق اٌىٍاٟ,  ُلا ٠ٕعاٌدخً. ِّٚا ٠عدز ِلاؼيرٗ اْ ادخاز اٌمطاع اٌعالٍٟ 

علالح ت١ٓ الادخاز ٚ اٌدخً ٚ اذا ذُ الرساظٗ ٌمطاع الأعّاي ٌر٠ًّٛ الإٔفاق الاسرصّازٞ. ٚ ٠ّىٓ ذؽد٠د اٌ

 و.3الاسرٙلان, ٚوّا يٟ اٌشىً )

 

 

 

 

 

Y 

C = f(Y) 

Y 

C 

45 

C 

C 

45 

 و2اٌشىً ) و1اٌشىً )
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 ؼ١س ٠ّىٓ ِلاؼيح ِا ٠ٍٟ:

                                                    Y = C + Sاْ ِعّٛع الاسرٙلان ٚ الادخاز ٠سااٚٞ اٌادخً. -1

     

                                             Y = C + S دالّااً. 1ِعّٛع ا١ًٌّ ٌلاسرٙلان ٚ ا١ًٌّ ٌلادخاز =  -2

     

 (Y)ٚ تاٌمسّح عٍٝ 

       

 
  

       

 
  

       

 
   

   
       

 
  

       

 
         

 ؼ١س اْ:

APC  = 
       

 
 

 ا١ًٌّ  ٌلاسرٙلان: ٘ٛ ٔسثح ِا ٠ٛظٗ ٌلاسرٙلان ِٓ اٌدخً ٚ٘ٛ ِمداز ِٛظة الً ِٓ اٌٛاؼد اٌصؽ١ػ.     

ا١ًٌّ ٌلادخاز              APS  = 
       

 
 

     Y = C + S                            دالّاً.  ١ّ1ً اٌؽدٞ ٌلادخاز = ِعّٛع ا١ًٌّ اٌؽدٞ ٌلاسرٙلان ٚ اٌ -3

   Y =  C +  S          

 (Y )ٚ تاٌمسّح عٍٝ 

        

  
  

        

  
  

        

  
  

C , S 

 دالة الاستهلاك     
S 

C 

Y 
45 

 و: اٌعلالح ت١ٓ الادخاز ٚ اٌدخً ٚ الاسرٙلان3 ىً )
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 ؼ١س اْ:

ا١ًٌّ اٌؽدٞ ٌلاسرٙلان              MPC  = 
        

  
 

ا١ًٌّ اٌؽدٞ ٌلادخاز              MPS  = 
       

  
 

    
        

  
  

        

  
  

1 = MPC + MPS  

 

 و:٠ٚ4ّىٓ ذؽد٠د اٌعلالح ت١ٓ الاسرٙلان ٚ الادخاز ٚاٌدخً ت١ا١ٔاً ٚوّا يٟ اٌشىً )

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

cالاسرصّاز: سٕفرسض ٕ٘ا ٚ تغط إٌيس عٓ ِسرٜٛ اٌدخً إٌمدٞ  و(Y)  اْ ٕ٘ان لدزاً شاتراً ِٓ الاسرصّاز

 و.5, اٚ ِا ٔعٕٟ تٗ الاسرصّاز اٌّسرمً )اٚ اٌّاطػو اٌرٞ لا ٠عرّد عٍٝ ِسرٜٛ اٌدخً, وّا يٟ اٌشىً )

 

 

 

 

Y 

C, S 

Y2 Y1 

 ادخار سالب

C 

S 

45 

0 

C0 

 ادخار موجب

 و: اٌعلالح ت١ٓ الاسرٙلان ٚ الادخاز4اٌشىً )      
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 و6الادخاز ٚ الاسرصّاز ت١ا١ٔاً, ٚ وّا ِث١ٓ يٟ اٌشىً )ٚ ٠ّىٓ ذٛظ١ػ اٌعلالح ت١ٓ الاسرٙلان ٚ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

I0 

Y 

I 

0 

 و: اٌعلالح ت١ٓ الاسرصّاز اٌصاتد ٚ اٌدخ5ًاٌشىً )

C + I 

I 

C0 

0 

I 

0 

- S 

C + I  

C 

Y1 Y2 

S 

I 

Y1 Y2 

Y 

Y 
45 

 و: اٌعلالح ت١ٓ الاسرٙلان ٚ الادخاز ٚ الاسرصّاز.6اٌشىً )
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 وموذج ذً قطاعان:الىموذج الرٍاضٌ لمستوى الدخل فٌ 

 ٠عرّد تٕالا إٌّٛذض عٍٝ الايرساظاخ ا٢ذ١ح:     

 .اْ الالرصاد ذٚ لطاع١ٓ يمػ  )الرصاد خاي ِٓ إٌشاغ اٌؽىِٟٛ ٚ إٌشاغ اٌرعازٞ اٌدٌٟٚو 

  , اْ داٌح الاسرٙلان داٌح خط١حC =  a + by).و 

 .b < 1 > 0ٚاْ  a > 0شٛاتد , ٚاْ  a , bؼ١س اْ: 

  ِرغ١س ِسرمً )خازظٟو.اْ الاسرصّاز 

Y = C + I       , C = a + bY    , I = I0 

Y = a + bY + I0 

Y – bY = a + I0 

Y (1 – b) = a + I0     ̅   
            

   
 

MPC + MPS = 1, 

 b +MPS = 1,  

MPS = 1 - b   

b = 1 – b = 1 – MPS 

  ̅   
            

   
   

                 

   
 

 
  (

            

   
)      

  
    (   )   (    )  

   
  

  
                 

   
    ̅   

           

   
     

Ex: Given the model as follow:                                                                                   

Y = C + I 

C = 85 + 0.9Y    ,I = I0 = 55    .Find   ̅        ̅  . 

Sol:  

Y = C + I 

Y = 85 + 0.9Y + 55 

Y – 0.9Y = 140 
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(1 – 0.9) Y = 140 

0.1 Y = 140   ̅   
         

   
  1400 

 ̅ = 85 + 0.9Y      ̅ = 85 + 0.9(1400) = 1345 

:علي توازن الدخل القومٌ الاستثمارًتأثَر الإوفاق   

 ٌث١اْ ذؤش١س الإٔفاق الاسرصّازٞ عٍٝ ذٛاشْ اٌدخً اٌمِٟٛ , ٠عدز تٕا ِعسيح اٌّعاعف .    

اْ اٌفىسج اٌعٛ٘س٠ح ٌٍّعاعف ٟ٘ اْ اٌم١اَ تؤٔفاق اسرصّازٞ ِع١ٓ ِٓ  ؤٔٗ اْ ٠ئدٞ اٌاٝ ش٠اادج اٌادخً اٌماِٟٛ 

سارصّازٞ ٕ٘اا ٘اٛ الاسارصّاز اظعاف اٌص٠ادج يٟ الإٔفااق الاسارصّازٞ ٚ اٌعىاس صاؽ١ػ. ٚ اٌّمصاٛد تالإٔفااق الا

اٌّسرمً عٓ اٌادخً اٌماِٟٛ. ٚ اٌرسااإي اٌارٞ ٠صااز تٙارا اٌصادد ٘اٛ: ِااٟ٘ ا١ٌ٢اح اٌراٟ ذماف ٚزالا ع١ٍّاح ؼادٚز 

 اٌّعاعف؟

لا ٠ّىٓ ا٠عاغ ٘رٖ ا١ٌ٢ح تّعصي عٓ الأسس إٌيس٠اح ٌلالرصااد اٌىٍاٟ , ؼ١اس اْ اؼاد  اسٚغ  ذاٛاشْ اٌادخً    

. ٚاْ ش٠ادج الإٔفاق الاسرصّازٞ ذئدٞ اٌٝ ش٠ادج الاسرصّاز  (S = I)از ٚ الاسرصّازاٌمِٟٛ ٘ٛ اٌرساٚٞ ت١ٓ الادخ

(I)  ٗتّمداز الإٔفاق, ِٚٓ شُ ش٠ادج الاسرصّاز يٟ الالرصاد اٌمِٟٛ عٓ الادخاز ٚ الإخلاي تشسٚغ اٌرٛاشْ. ٚع١ٍا

ي١اٗ الادخااز ِاع اٌص٠اادج ياٟ  لاتد ٌٍدخً اٌمِٟٛ اْ ٠صداد ؼرٝ ٠رؽمك اٌرٛاشْ ِٓ ظد٠اد, اٌاٝ اٌؽاد اٌارٞ ٠رسااٜٚ

 الاسرصّاز.

٘ٛ ِعاًِ عددٞ ٠ّصً عدد ِساخ اٌرٟ ٠صداد تٙا اٌدخً اٌمِٟٛ عٍٝ اشس ل١ااَ تبٔفااق  :(Multiplier)المضاعف

 اسرصّازٞ.

K = 
        

  
 

 ؼ١س اْ:

K .اٌّعاًِ اٌعددٞ ٌٍّعاعف = 

 = اٌص٠ادج يٟ اٌدخً اٌمِٟٛ.   

  الاسرصّاز.اٌص٠ادج يٟ  =   

 و.٠ٚ7ّىٓ اٌرعث١س عٓ اٌّعاعف ت١ا١ٔاً , وّا يٟ اٌشىً )
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 المضاعف لىموذج ذً قطاعان:

٠ّىٓ اْ ٔشرك ِعاعف ٠عثس عٓ الأشس اٌّرعاعف ٌٍرغ١ساخ الأفال١ح اٌّسرمٍح, ٚذٌه تمسّح اٌرغ١ساخ         

  إٌاذعح يٟ اٌدخً عٍٝ اٌّرغ١ساخ اٌّسرمٍح يٟ الإٔفاق, ٚ وّا ٠ٍٟ: 

Y = C + I 

 Y =  C +  I 

 I =  Y –  C 

        

  
  

        

  
   

        

  
تاٌمسّح                                                                                          

 عٍٝ 

        

  
      

        

  
  

  MPC = 
        

  
  

 
        

  
  

      

 
  

 ٚتمٍة غسيٟ اٌّعادٌح يؤْ:

45 

  + 

C + I 

C + I1 

C + I0 

Y 

ΔI 

ΔC  

Y1 Y2 

ΔY 

 و: اشس اٌّعاعف ت١ا١ٔاً 8اٌشىً )
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  K = 
        

  
 

      
       

     
  

       

   
         , MPC = b  

 ٠ّىٓ ؼساب اٌص٠ادج يٟ ِسرٜٛ اٌدخً اٌرٛاشٟٔ تاٌدخً ِٓ خلاي اٌّعاعف:

  ̅         

Ex: Given the model as follow:                                                                                  

  

Y = C + I 

C = 85 + 0.9Y    , I0 = 55, I1 = 60    .Find    ̅          . 

Sol:  

    
       

     
  

       

     
  

      

   
  10 

                  5 

  ̅         ( )   50 

 

 توازن الدخل فٌ وموذج اقتصادً ذً ثلاث قطاعات:

 يٟ الالرصاد, يؤْ  سغ اٌرٛاشْ ٠صثػ وا٢ذٟ: (G)اذا ايرسظٕا اْ ٕ٘ان ٔشاغ ؼىِٟٛ        

Y = C + I + G 

 ؼ١س خ:

G .ِشرس٠اخ اٌؽىِٛح ِٓ اٌسٍع ٚ اٌادِاخ )ِرغ١س خازظٟو = 

C :٠ّىٓ اؼرساتٙا ِٓ اٌّعادٌح اٌرا١ٌح ٌلاسرٙلان =C = a + bY                                        

    

 يؤْ:

Y = a + bY + I0 + G0 

Y – bY = a + I0+ G0 

Y (1 – b) = a + I0 + G0       
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  ̅   
      

  –  
 (          )   

 ̅   K A 

 ؼ١س اْ:

= ذّصً اٌّعاعف     K 

(          ) ذّصً      = A   

                 

  ̅     (
             

   
)      

 ̅  
    (   )   (        )  

   
  

 ̅  
                      

   
      

                 

   
     

Ex: Given the model as follow:                                                                                  

  

Y = C + I + G 

C = 135 + 0.8Y    , I = I0 = 75, I1 = 80, G = G0 = 30    Find   ̅   ̅          ̅ . 

Sol:  

Y = C + I0 + G0 

Y = 135 + 0.8Y + 75 + 30  

Y – 0.8Y = 240 

(1 – 0.8) Y = 240 

0.2 Y = 240   ̅   
         

   
  1200 

 ̅ = 135 + 0.8Y      ̅ = 135 + 0.8(1200) = 1095 

    
       

     
  

       

     
  

      

   
  5 

                  5 

  ̅        ( )   25 

 

Or: 
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 ̅   K A 

K = 5 

A = a + I0 + G0 = 135 + 75 + 30 = 240 

 ̅   5(240) = 1200 

٠ّٚىٓ ذٛس١ع ّٔٛذض اٌدخً اٌمِٟٛ ٚ اٌّرعّٓ الإٔفاق اٌؽىِٟٛ ٚ اٌعاسالة تاعرثااز اٌعاسالة داٌاح ٌٍادخً. ٚ 

إٌّٛذض اٌّٛسع ٌٍدخً ٠ّىٓ اْ ٠رؤٌف ِٓ  سغ اٌرٛاشْ ٚ ِعادٌر١ٓ ساٍٛو١ر١ٓ, ٠ّٚىآ وراتاح إٌّاٛذض تاٌصا١غح 

 ا٢ذ١ح:

Y = C + I + G 

C = a + bYd               when Yd = Y – T  

T = tY                        (0 < t < 1)     

 ؼ١س اْ:

T .ظس٠ثح اٌدخً اٌى١ٍح اٌّديٛعح ٌٍؽىِٛح = 

t .ًٔسثح اٌعس٠ثح ٌٍدخ = 

ِرغ١ساخ   G0 and I0رغ١ساخ ِرغ١ساخ داخ١ٍح ت١ّٕا ذىْٛ اٌّ T , C and Yٚيٟ ٘را إٌّٛذض ذىْٛ اٌّرغ١ساخ 

 خازظ١ح.

 ٠ّٚىٓ ؼً إٌّٛذض لاسراساض اٌم١ُ اٌرٛاش١ٔح ٌىً ِٓ اٌعسالة ٚاٌدخً ٚ الاسرٙلان, وّا ٠ٍٟ:

Y = C + I0 + G0 

Y = a + bYd + I0 + G0                                  C = a + bYd 

Y = a + b(Y – T) + I0+ G0                             Yd = Y – T  

Y = a + b(Y – tY) + I0+ G0                             T = tY 

Y – b(Y – tY)  = a  + I0+ G0 

Y – bY + btY = a + I0+ G0 

(1 – b + bt)Y = a + I0+ G0 

  ̅   
               

      
 = 

       

      
 (a + I0+ G0) 
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 لطاعاخ, ٘ٛ:ؼ١س ٠رث١ٓ ٌٕا اٌّعاعف لالرصاد ذٞ شلاز 

K =  
       

      
  

 ̅   K A 

 ؼ١س اْ:

= ذّصً اٌّعاعف     K 

(          ) ذّصً      = A   

Ex: In income national model as follows: 

Y = C + I + G   ,I0 = 55, G0 = 38 

C = 7 + 0.9Yd                

T = 0.2Y       

Find:  ̅   ̅      ̅   

Sol: 

Y = C + I0 + G0 

Y = 7 + 0.9Yd + 55 + 38                                  C = 7 + 0.9Yd 

Y = 0.9(Y – T) + 100                                       Yd = Y – T  

Y = 0.9Y – 0.9T + 100                 

Y = 0.9Y – 0.9(0.2Y) + 100                             T = tY 

Y = 0.9Y – 0.18Y + 100 

Y – 0.9Y + 0.18Y = 100 

(1 – 0.9 + 0.18)Y = 100 

0.208Y = 100 

 ̅   
         

     
اٌدخً اٌرٛاشٟٔ:                                                                                     357.14 = 
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 ̅ = 0.2Y = 0.2(357.14) = 71.43                                                              :اٌعسالة اٌرٛاش١ٔح

الاسرٙلان اٌرٛاشٟٔ:                                                264.12 = (71.42 – 357.14)0.9 + 7 = ̅     

                  

 توازن الدخل فٌ اقتصاد مفتوح:

ّفرٛغ تّّازسرٗ ٌٕشاغ اٌرعازج اٌاازظ١ح ٚاذا أظفٕا ٘را إٌشاغ اٌؽىِٟٛ يؤْ  سغ ٠رسُ الالرصاد اٌ      

 اٌرٛاشْ ٠صثػ وآلاذٟ:

Y = C + I + G + (E – M) 

 ؼ١س اْ:

E .اٌصادزاخ = 

M .اٌٛازداخ =  

. M = mYdٚاذا اعرثسٔا اٌصادزاخ ذرؽدد ذاذ١اً)ِرغ١س خازظٟو, ٚاْ الاسر١ساداخ داٌح ٌٍدخً اٌماتً ٌٍرصاسف  

 يؤْ  سغ اٌرٛاشْ ٠ّىٓ اْ ٠ىرة وا٢ذٟ:  

Y = C + I0 + G0 + (E0 – M) 

Y = a + bYd + I0 + G0 + E0 – mYd                                   C = a + bYd,    M = mYd 

Y = a + b(Y – T) + I0+ G0 + E0 – m(Y – T)                      Yd = Y – T  

Y = a + b(Y – tY) + I0+ G0 + E0 – m(Y – tY)                   T = tY 

Y – bY(1 – t) – mY(1 – t) = a + I0+ G0 + E0 

Y (1 – (1 – t)(b – m)) = a + I0+ G0 + E0 

 ̅   
                     

  – (  –  )(  –  )
 = 

       

  – (  –  )(  –  )
 (a + I0+ G0 + E0) 

 ِفرٛغ, ٘ٛ:ؼ١س ٠رث١ٓ ٌٕا اٌّعاعف لالرصاد 

K =  
       

  – (  –  )(  –  )
   

 ̅   K A 

 ؼ١س اْ:

= ذّصً اٌّعاعف     K 

 (a + I0+ G0 + E0) ًذّص   = A   
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Ex: In income national model as follows: 

Y = C + I + G + E – M   ,I0 = 90, G0 = 65 and E0 = 80 

C = 70 + 0.9Yd                

M = 0.15Yd 

T = 0.2Y      

Find:  ̅   ̅   ̅       ̅   

Sol: 

Y = C + I0 + G0 + (E0 – M) 

Y = 70 + 0.9Yd + 90 + 65 + 80 – mYd                                    C = a + bYd,    M = 

mYd 

Y = 70 + 0.9(Y – T) + 90 + 65 + 80 – m(Y – T)                      Yd = Y – T  

Y = 0.9(Y – 0.2Y) + 305 – 0.15(Y – 0.2Y)                                  T = 0.2Y,   M = 

mYd 

Y = 0.9Y – 1.8Y– 0.15Y + 0.03Y + 305 

Y = 0.6Y + 305 

Y – 0.6Y = 305 

Y (1 – 0.6) = 305 

0.4Y = 305 

 ̅   
         

   
اٌدخً اٌرٛاشٟٔ:                                                                                       762.5 = 

     

 ̅      (     ) = 152.5 اٌعسالة اٌرٛاش١ٔح:                                                                         

     

 ̅       (            ) = 91.5 ر١ساداخ اٌرٛاش١ٔح:                                                     الاس

                                       

 ̅ = 70 + 0.9( ̅ –  ̅) 

 ̅ = 70 + 0.9(762.5 – 152.5) = 619 
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 المصفوفات و الىمارج الاقتصادية الخطية

اٌعثش اٌخطٍ )ظثش اٌّصفىفاخ( هى اٌرؼثُش اٌّخرصش ػٓ ِٕظىِح ِٓ اٌّؼادلاخ اٌخطُح, وهى أسٍىب       

ُِّض ِٓ الأساٌُة اٌرٍ َّىٓ تىاسطرها ػشض اٌّشاوً الالرصادَح وِؼاٌعرها تطشق ِٕظّح. اْ اٌّصفىفاخ 

 ذّىٕٕا ِٓ ػًّ أشُاء وصُشج ِٕها:

 ح اٌّؼادلاخ حرً وٌى وأد وثُشج ظذاً.إٔها ذهُئ طشَمح اٌذِط فٍ وراتح ِٕظىِ -1

إٔها ذمىد اًٌ طشَك ٌحً اٌّؼادلاخ تىاسطح اٌّحذداخ, واْ فىشج اٌّحذداخ ذشذثظ تشىً ذاَ  -2

 تاٌّصفىفاخ. 

ذسرطُغ اٌّؼادلاخ اٌخطُح اْ ذصف اٌؼلالاخ الالرصادَح ػٓ طشَك ِؼشفح طثُؼح اٌؼلالاخ ِىضىع      

 اٌثحس.

 مارج التوازن الجزئي:استخذام المصفوفات في حل و

 َرىىْ ّٔىرض اٌسىق اٌّثسظ ِٓ شلاز ِؼادلاخ سئُسُح هٍ:    

Qd = Qs                                      ششط اٌرىاصْ 

Qd = a – bP                               ِؼادٌح اٌطٍة  

Qs = –  c + dP                         ِؼادٌح اٌؼشض  

 المعادلات بالصورة الآتية:ونقوم بترتيب 

Qd - Qs = 0            ……………………… (1) 

Qd + bP = a           ……………………… (2) 

Qs - dP = - c          ……………………… (3)  

 ويمكن كتابة المعادلات أعلاه في صورة مصفوفة وكما يلي: 

[
       
         
       

] [
  

  

 
]   [

       
      
    

]           

AX = D 

ّٕىرض أػلاٖ تإحذي اٌطشق اٌّؼشوفح )طشَمح ِؼىىط اٌّصفىفح , طشَمح وشاِش, طشَمح وَّىٓ حً اٌ        

واٌرٍ سرساوٌ اٌمُُ اٌرىاصُٔح ٌٍىُّح اٌّطٍىتح و    Qd , Qs , Pواوط ٌٍحزف(, وَّىٓ اٌحصىي ػًٍ اٌمُُ 

 .Qd = Qsاٌّؼشوضح و اٌسؼش ػًٍ اٌرىاٌٍ حرّاً, واٌرٍ ػٕذها 

   Qd , Qs , Pوِٓ خلاي ٔظاَ اٌّصفىفاخ أػلاٖ َّىٓ اٌحً تطشَمح ِؼىىط اٌّصفىفح ٌٍحصىي ػًٍ اٌمُُ  

 واِذٍ:
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[
  

  

 
]   A-1 

D 

A . X = D 

X = 
       

 
           

    
     

| |
           

| |   [
    
       
           

]
   
      
      

  

H1 = (0 + 0 + 0) = 0 

H2 = (0 + b + d) 

| | = H1 – H2 = 0 – (b + d) = – (b + d)  

         

[
 
 
 
 
     |

         
     

|  |
     
   

|     |
      
      

|

 |
      
      

|     |
     
   

|  |
   
     

|

    |
      
        

|  |
      
      

|     |
   
      

|]
 
 
 
 
 

            

         [
                   
        

               
]      

         [
         
         

                 
]        

  [
  

  

 
]  

       

          
 [

          
         

                 
] [

       
      
     

]   

[
  

  

 
]  

       

          
 [

        
        
      

]  
       

          
 [

        
        
      

]    
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 ,     

       

      
 ,  P =  

             

         
 

Then Qd = Qs =  ̅   and P =  ̅ 

Ex: In the following market model: 

Qd = Qs                   Equilibrium condition                                      

Qd = 27 - 4P            Demand function 

Qs = - 3 + 2P           Supply function  

Find: The price equilibrium and equilibrium quantities by using Inverse Matrix. 

Sol: 

Qd - Qs = 0            ……………………… (1) 

Qd + 4P = 27         ……………………… (2) 

Qs - 2P = - 3          ……………………… (3)  

 ويمكن كتابة المعادلات أعلاه في صورة مصفوفة وكما يلي: 

[
       
         
       

] [
  

  

 
]   [

       
       
    

]           

AX = D      , x = [
  

  

 
] 

X = 
       

 
           

    
     

| |
           

| | = – (b + d) = - (4 + 2) = - 6   

        [
         
         

                 
]     [

            
              

                      
]        

   [
  

  

 
]  

       

    
  [

            
              

                      
] [

       
      
     

]    
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   [
  

  

 
]  

       

    
  [

      
      
     

]  
       

    
  [

   
   
   

]  

[
 
 
 
 
       

    
    

       

    
    

       

    
    ]

 
 
 
 

 [
 
 
 
]     

Qd = 
                            

  
 = 

     

    
 = 7 

Qs = 
                            

  
 = 

       

  
 = 7 

P = 
                         

  
 = 

      

   
  5 

Then Qd = Qs =  ̅  = 7 and P =  ̅ = 5 

Ex: If the Demand and Supply function are following: 

Qd = Qs                   Equilibrium condition                                      

Qd = 18 - 2P            Demand function 

Qs = - 6 + 6P           Supply function  

Find: The price equilibrium and equilibrium quantities by using Grammar's 

method. 

Sol: 

Qd - Qs = 0            ……………………… (1) 

Qd + 2P = 18         ……………………… (2) 

Qs - 6P = - 6          ……………………… (3)  

 ويمكن كتابة المعادلات أعلاه في صورة مصفوفة وكما يلي: 

[
       
         
       

] [
  

  

 
]   [

       
       
    

]           

| | = – (b + d) = - (2 + 6) = - 8 

|   |   |
       
          
        

|    
   
       
       

                     = - 96    
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|   |   |
            
            
       

|    
      
        
    

                         = 

 - 96    

|  |   |
       
          
       

|    
   
       
     

                   = - 24    

Qd = 
   |   |   

| |
  

        

  
  12 

Qs = 
   |   |   

| |
  

        

  
  12 

P = 
   |  |   

| |
  

        

  
  3 

Then Qd = Qs =  ̅  = 12 and P =  ̅ = 3 

 

 استخذام المصفوفات في حل ومارج التوازن الكلي:

 أولا: ومورج اقتصادي مكون مه قطاعيه: 

 ِرغُش خاسظٍ. (I)و الاسرصّاس  (C)اْ إٌّىرض ٌرىاصْ اٌذخً هٕا ِىىْ ِٓ لطاػُٓ , هّا الاسرهلان     

 حُس اْ:

 Y = C + Iششط اٌرىاصْ      

 I = I0ِرغُش خاسظٍ            

 C = a + bYdداٌح الاسرهلان           

               T = tYداٌح اٌضشائة             

 حُس اْ :

Yd.اٌذخً اٌماتً ٌٍرصشف = 

T .اٌضشائة = 

t .ًِؼذي اٌضشَثح اٌّفشوضح ػًٍ اٌذخ = 

 وَّىٓ ذشذُة اٌّؼادلاخ أػلاٖ تصُغ ظذَذج:
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Y = C + I 

C = a + bYd 

C = a + b(Y – T)          Yd = Y – T  

C = a + bY – bT 

bY = C – a + bT 

tY = T 

وِٓ خلاي ذحذَذ اٌّرغُشاخ اٌخاسظُح )اٌصىاتد( و اٌّرغُشاخ اٌذاخٍُح )اٌّرغُشاخ اٌّشاد ِؼشفح لُّرها(        

 ذىىْ اٌّؼادلاخ ػًٍ اٌشىً اِذٍ:

Y – C = I0 

bY – C – bT = – a 

tY – T = 0 

 حُس َّىٓ وضؼها ػًٍ شىً ِصفىفح , ووّا ٍٍَ:

[
       
       
       

] [
     
 
 

]   [
        
     
       

]      

 و تاسرخذاَ اٌطشق اٌّزوىسج ساتماً َّىٕٕا إَعاد لُُ اٌّرغُشاخ اٌذاخٍُح.

Ex:  

Y = C + I                          Equilibrium Condition  

C = 85 + 0.75 Yd              Consumption Function 

T = 20 + 0.2Y                  Taxation faction 

I = I0 = 30                         Investment Expenditure 

Yd = Y – T                       Disposable Income 

Find:  ̅ ,   ̅ ,   ̅ by using Grammar's Method and Inverse Matrix Method?  

Sol: 

1- Grammar's Method 

Y – C = 30                       …………………………………….. (1) 



 كوري حيدر عبود دم.أ. 1الاقتصاد الرياضي  5المحاضرة 

 
14 

 

C = 85 + 0.75(Y – T) 

C = 85 + 0.75Y – 0.75T 

C = 85 + 0.75Y – 0.75(20 + 0.2Y) 

C = 85 + 0.75Y – 15 – 0.15Y 

C = 70 + 0.6 Y 

Y – C = 30                       …………………………………….. (1) 

-0. 6Y + C = 70            …………………………………….. (2) 

T = 20 + 0.2Y                   

-0.2Y + T = 20             …………………………………….. (3) 

[
           

              
            

  ] [
     
 
 

]   [
  

      
         

]      

| |   |
           

              
            

  | = 0.4 

 ̅   
   |  |   

| |
  

|
        
          
          

  |   
    
      
      

    

   
  

   

   
  250 

 ̅   
   |  |   

| |
  

|
           

            

          

  | 
      

        
      

    

   
  

  

   
 130  

 ̅   
   |  |   

| |
  

|
         

            

             

  | 
      

          
          

    

   
  

  

   
  105 

2- Inverse Matrix Method H.W. 

 ثاوياً: ومورج اقتصادي مكون مه ثلاث قطاعات:

 حُس َّىٓ إدخاي إٌشاط اٌحىىٍِ اًٌ إٌّىرض اٌساتك, وتزٌه فأْ ّٔىرض ذىاصْ اٌذخً َىىْ واِذٍ:       

 حُس اْ:

 Y = C + I + Gششط اٌرىاصْ                                                                                                  
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 I = I0  ,  G = G0ِرغُشاْ خاسظُاْ                                                                                           

 C = a + bYdرهلان                                                                                                   داٌح الاس

        T = tYداٌح اٌضشائة                                                                                                        

 ّؼادلاخ اٌساتمح, فأْ:وترشذُة اٌ

 

 

Y – C = I0 + G0         …………………………  (1) 

bY – C – bT = – a     …………………………  (2) 

tY – T = 0                  …………………………  (3) 

 وتىضغ اٌّؼادلاخ اٌصلاز أػلاٖ تشىً ِصفىفاخ, ٔحصً:

 [
       
       
       

] [
     
 
 

]   [
          

     
       

]      

 تاسرخذاَ احذ اٌطشق اٌساتمح. (̅   ̅   ̅ )لُُ اٌّرغُشاخ اٌذاخٍُح  اوِٓ خلاي إٌظاَ أػلاٖ, ٔسرطُغ إَعاد

Ex:  

Y = C + I + G                          Equilibrium Condition  

C =135 + 0.8 Yd              Consumption Function 

T = 30 + 0.2Y                  Taxation faction 

I = I0 = 75                         Investment Expenditure 

G = G0 = 30 

Yd = Y – T                       Disposable Income 

Find:  ̅ ,   ̅ ,   ̅ by using Grammar's?  

Sol: 

1- Grammar's Method 

Y – C = I0 + G0 

Y – C = 75 + 30 
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Y – C = 105                       …………………………………….. (1) 

C =135 + 0.8 Yd   

C =135 + 0.8 (Y-T) 

C = 135 + 0.8Y – 0.8T             

-0.8Y + C + 0.8T = 135                     ………………………….. (2) 

-0.2Y + T = 30                   …………………………………….. (3) 

[
           

               
            

  ] [
     
 
 

]   [
   

       
        

]      

| |   |
           

               
            

   |
   

     
     

 = 1+0.16-(0.8)=0.36 

 ̅   
   |  |   

| |
  

|
          

              

          

   |   
     
       
      

    

    
  

              

    
 

     

    
  660   

 ̅   
   |  |   

| |
  

|
            

              

          

  | 
       

         
      

    

    
  

                 

    
 

   

    
 497.22 

 ̅   
   |  |   

|  |
  

|
             

              

             

   | 
      

          
        

    

    
  

  

    
  150 

2- Inverse Matrix Method H.W. 

 



 كوري حيدر عبود دم..أ 1الاقتصاد الرياضي  6المحاضرة 

 
05 

 

 : Input-Output Modelنموذج المستخدم المنتج

انًُرط انٗ انفشَغٙ انفٛضٔلشاطٙ  -ٚؼٕد انفضم فٙ ٔضغ انظٕسج الأٔنٛح نعذٔل انًغرخذو     

انشٔعٙ الأطم انثشٔفٛغٕس فاعٛهٙ  -ٔلذ طٕس الالرظاد٘ الأيشٚكٙ  ?7<8ٔرنك ػاو   (Quesnay)كُٛا٘

ًَٕرظاً الرظادٚاً نذساعح انؼلالح تٍٛ  8;@8انظٕسج انًزكٕسج ػُذيا ٔضغ ػاو  prof. W. Leontiefنَٕٛرٛف

َٔشش انُرائط الأٔنٛح فٙ  8:@8ٔ  @9@8ٔ  @8@8انًذخلاخ ٔ انًخشظاخ نلالرظاد الأيشٚكٙ يا تٍٛ الأػٕاو 

 . ٔأطثح ْزا انًُٕرض8>@8ٔضًُٓا فٙ كراتّ انخاص  تٓٛكم الالرظاد الأيشٚكٙ  8;@8ٔ  =:@8ػايٙ 

انًخشظاخ(( انز٘ ٚٓذف اعرخذايّ انٗ انرُغٛك تٍٛ الأْذاف انًخرهفح نهخطح  –))ظذٔل انًذخلاخ  تئعىٚؼشف 

 الالرظادٚح ٔ ذحهٛم انؼلالاخ انرشاتكٛح تٍٛ انٕحذاخ الإَراظٛح انًخرهفح ذحهٛلا كايلاً.)أنحغُأ٘(

Aاعرخذاياخ ظذٔل انًغرخذو انًُرط 

نُٓائٙ ٔ حغاتٓا كًٛاً. يًا ٚغٓم انغٛاعاخ الالرظادٚح انخاطح ذحذٚذ اٜشاس انًرٕلؼح فٙ انطهة ا -8

 تالاعرصًاس, الاعرخذاو. الإَراض... انخ.

ذشخٛض انُمض انحاطم فٙ انًٕاد انخاو انلاصيح نلإَراض. يٍ خلال احرغاب يرطهثاخ أ يغرهضياخ  -9

 لطاع. الإَراض ٔيماسَرٓا تانطالاخ الإَراظٛح انًراحح يٍ انًغرهضياخ انًزكٕسج نكم

ذحذٚذ يغرهضياخ الإَراض نكم َشاط يٍ تمٛح الأَشطح الالرظادٚح الأخشٖ انرٙ ٚكٌٕ يُٓا الالرظاد  -:

 انٕطُٙ.

ذمذٚش كفاءج ٔ ظذٖٔ انرٕافك تٍٛ الأَشطح الالرظادٚح يًا ٚغٓم إيكاَٛح ذحمٛك انرٕاصٌ انخاص  -;

 تًظفٕفح انًثادلاخ انرٙ ذحذد يظفٕفح انًؼايلاخ انفُٛح.

 رظاد٘.انرُثؤ الال ->

 بناء النموذج:

انغهغ. انًُرط ػهٗ انؼلالح انثغٛطح انرٙ ذًصم انرٕاصٌ تٍٛ انؼشع ٔ طهة  –ٚؼرًذ تُاء ًَٕرض انًغرخذو      

 ٚؼُٙ اAٌ أْز

يٍ ظًٛغ انمطاػاخ الأخشٖ  (i)= أظًانٙ انطهة ػهٗ انًُرعاخ انمطاع  (i)أظًانٙ ػشع انًُرعاخ انمطاع  

(j)  تًا فٛٓا انمطاع(i)  َٙفغّ + انطهة انُٓائ(d)   ٘أ٘ تؼثاسج أخشٖ اٌ أظًانٙ انؼشع )أ انطهة انكهٙ( لأ

 َشاط يٍ انُشاطاخ الالرظادٚح = انطهة انٕعٛظ ػهٗ يُرعاخ انمطاع  + انطهة انُٓائٙ.

   Aاٌ فكشج تُاء انًُٕرض تشكم تغٛظ يثُٛح ػهٗ ٔظٕد نؼذٚذ يٍ الافرشاضاخ انٓايح يُٓا 

 ئٙ.يؼشفح انطهة انُٓا -8

 صٚادج الإَراض فٙ لطاع يؼٍٛ تُغثح يؼُٛح ذؤد٘ انٗ صٚادج يشرشٚاذّ يٍ انمطاػاخ الأخشٖ تُفظ انُغثح. -9

 شثاخ الأعؼاس. -:

 المنتج: –التحليل الرياضي لجدول المستخدم 

ٚركٌٕ يٍ  يعًٕػح طهة انٕعٛظ  (i)ػهٗ يُرط انمطاع   Xiٚفرشع انًُٕرض اٌ انطهة انكهٙ )انُاذط انكهٙ( 

 .(d)يضاف إنّٛ انطهة انُٓائٙ ػهٗ انًُرط (j)ػهٗ انًُرط يٍ تمٛح انمطاػاخ الالرظادٚح الأخشٖ 
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انرٙ ذذخم فٙ إَراض ظًٛغ انمطاػاخ الأخشٖ  (i)كًٛح يٍ َاذط انمطاع  ai1, ai2, ai3, …, ainَفرشع تأٌ     

 انرانAًٙٔٚكٍ ذٕضٛح انؼلالاخ انًزكٕسج تانعذٔل 

 

Total 

Demand 

 

Final 

Demand 

 

Intermediate demand 

 انطهة انٕعٛظ

 

 انًخشظاخ–انًذخلاخ 

 III     ….    N II I Output انطهة انُٓائٙ انطهة انكهٙ

In put                

X1 d1 a13   …     a1n a12 a11 I 

X2 d2 a23   …     a2n a22 a21 II 

X3 

  

Xn 

d3 

  

dn 

a33   …     a3n 

                             

                            

a32 

  

an1 

a31 

  

an1 

 

III 

  

  

  X3 X2 X1 ٙانؼشع انكه 

ٚرضح يٍ انعذٔل أػلاِ تأٌ انُاذط انكهٙ نهمطاع ٚرٕصع تٍٛ انطهة انٕعٛظ نهمطاػاخ الالرظادٚح الأخشٖ        

Aٙانمطاع َفغّ ٔكزنك انطهة انُٓائٙ. ٔكًا يثٍٛ فٙ انًُٕرض انشٚاضٙ اٜذ ٔ- 

Xi = ∑        
 
       

Aٌحٛس ا 

Xi.ٙانُاذط انكه A 

aij يغرهضياخ إَراض انمطاع A(j)  يٍ انمطاع( i ). 

di .ٙانطهة انُٓائ A 

كًا ٚرضح يٍ انعذٔل أػلاِ أٚضا اٌ إَراض كًٛح يؼُٛح يٍ عهغ ػُذ شثاخ انفٍ الإَراظٙ ٚرطهة اعرخذاو         

 أ انًؼايم انفُٙ input coefficientذًصم يؼايم الإَراض   aijكًٛاخ يخرهفح يٍ يغرهضياخ الإَراض, فئرا كاَد 

technical coefficient  فأَٓا ذؼثش ػٍ لًٛح انًذخلاخ(i)  انلاصيح لإَراض يا  -أ أ٘ ػًهح أخشٖ,  –تانذُٚاس

 .)انحغُأ٘((j)لًٛرّ دُٚاس ٔاحذ يٍ انًُرط 

 أػلاِ تانشكم اٜذAٙ خًٔٚكٍ انرؼثٛش ػٍ انعذٔل لالرظاد ٚركٌٕ يٍ شلاز لطاػا   
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[

             
   

 
   

 
   
 
 

   

 
             

]  [

  

  

 
  

]   [

  

  

 
  

]   [

  

  

 
  

]       

       ًٔٚكٍ حم ْزا انُظاو تطشق حم انًظفٕفاخ )طشٚمح يؼكٕط انًظفٕفح ٔ طشٚمح كشايش ٔ طشٚمح كأط(

 Ex: Given the matrix of technical coefficients is following: 

A= [
      
      

] and the final demand d1 = 20, d2 = 15. By using Inverse Matrix 

Method 

Sol: 

X = (I – A)
-1

 D 

(I – A)
-1

 = 
       

|   |
          

X = 
       

|   |
         .D 

I – A = [
  
  

]   [
      
      

]   [
          
          

] 

|   | = (0.6) (0.7) – (-0.2) (-0.1) = 0.4 

adj (I – A) = [
      
      

]  

[
  

  
]   

       

|   |
         .D 

[
  

  
]   

       

   
 [
      
      

]  [
  
  

]  

[
  

  
]    [

        
      

]  [
  
  

]  

[
  

  
]     [

                      

                    
]   [

     
    

]      

  X1 = 38.75, X2 = 32.5 

Ex: If the production in three sectors is following: 

0.2X1 + 0.3 X2 + 0.2X3 + 150 = X1 



 كوري حيدر عبود دم..أ 1الاقتصاد الرياضي  6المحاضرة 

 
05 

 

0.4X1 + 0.1 X2 + 0.3X3 + 200 = X2 

0.3X1 + 0.5 X2 + 0.2X3 + 210 = X3 

Find: The value of production in these sectors. 

Sol: 

[
         
         
         

]    [
  

  

  

]    [
   
   
   

]   [
  

  

  

]       

X = (I – A)
-1

 D 

(I – A)
 -1

 = 
       

|   |
          

X = 
       

|   |
         . D 

  I – A = [
   
   
   

]   [
         
         
         

]   [
               
               
               

]  

|   |   |
               
               
               

|  
           
          
        

  

         [
|
       
       

|  |
        
       

| |
       
        

|

 | | | |  

 

]  

|   |   0.239 

adj (I – A) = [
            
            
           

]    

[
  

  

  

]   
       

     
 [
            
            
           

] [
   
   
   

]     

[
  

  

  

]   [
     

       
       

]    

Ex: Find the total demand (X) for three sectors, if the technical coefficient  
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A= [
            
            
         

] and final demand d =[
    
   
   

]. By using grammar's rule. 

Sol: 

  I – A = [
   
   
   

]   [[
            
            
         

]]   [
                  
                 
               

]    

(I – A) X = d 

 [
                  
                 
               

] [
  

  

  

]   [
    
   
   

]   

X1 = 

|
              
               
             

|

|
                  
                 
               

|

  
       

    
  3090.58 

X2 = 

|
                 
             
             

|

|
                  
                 
               

|

  
      

    
  1638.23 

X3 = 

|
                 
               
               

|

|
                  
                 
               

|

  
       

    
  2133.66 

Ex: Given the matrix of technical coefficients is following:  A= [
         
         
         

] and 

the final demand d1 = 30, d2 = 10 and d3 = 20. Find the total demand for each sector 

by using Inverse Matrix Method. 

Sol: 

X = (I – A)
-1 

D 

(I – A) = [
   
   
   

]   [
         
         
         

]   [
               
              
              

]  
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|   |   |
               
              
              

| = 0.151 

Cof (I – A) = 

[
 
 
 
 
 

 

|
          
          

|  |
        
          

| |
          
        

|

|
        
          

| |
          
          

|  |
          
        

|

|
        
          

|  |
          
        

| |
          
          

| ]
 
 
 
 
 

 

Adj (I – A) = [
            
            
            

] 

X = 
       

|   |
         .D 

X =  
       

     
[
            
            
            

] .[
  
  
  

] 

[
  

  

  

]  
 

     
 [

                                    
                                    

                                    

]  

[
  

  

  

]   [
     
     
     

]  

 

Ex: Let's the matrix of technical coefficients are following: 

A= [
       
         
       

] and the final demand D =[
   
   
   

]. 

Find: 

1) Leontief matrix of the Economy mentioned. 

2) Total production for the three sectors of the scale of the crisis to achieve a final 

demand.  

3) Total volume production at an increase in the level of final demand by 10%. 

Sol: 

1) 
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 (I – A) = [
   
   
   

]   [
       
         
       

]   [
                
              
              

]  

2) 

X = (I – A)
-1 

D 

|   |   |
                
              
              

| = 0.176 

Adj (I – A) = [
            
            
          

] 

X = 
       

|   |
         .D 

X =  
       

     
[
            
            
          

] .[
   
   
   

] 

[
  

  

  

]   
       

     
 [

                                       
                                       

                                     

]  

[
  

  

  

]   
       

     
 [
     
   
   

] = [
     
     
     

]   

X1 = 849.4  ,   X2 = 619.3  ,   X3 = 585.2 

3) 

  
                        220 

  
                        165 

  
                        110 

D
*
 = [

   
   
   

] 

X = 
       

|   |
         .D* 
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X =  
       

     
[
            
            
          

] .[
   
   
   

] 

[
  

  

  

]   
       

     
 [

                                       
                                       

                                     

]  

[
  

  

  

]   
       

     
 [
      
     
     

] = [
      
      
      

]   

X1 =         ,   X2 =         ,   X3 =        
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 Comparative Staticالساكن التحليل 

   Rate of change the derivative معدل التغير 

  ْٕ انعلالح )انُسثح( تٍٛ انًرغٛش انراتع ٔ انًرغٛش انًسرمم 

y = F(x) 

 حٛث اٌ:

y.انًرغٛش انراتع ْٕ : 

x.انًرغٛش انًسرمم ْٕ : 

 فأٌ يعذل انرغٛش ٚكرة تانصٛغح 

  

  
  

      

      
  

 y = a + bxفٙ انذانح انخطٛح ٚكٌٕ يعذل انرغٛش ثاتد ٔ يسأ٘ انٗ انًٛم 

 

 

 

 

 

 

 

 

  :The Slopeالميل 

ْٕ عثاسج عٍ يمذاس انرغٛش فٙ انًرغٛش انراتع أ٘: اٌ انًٛم ْٕ يمذاس انرغٛش انحاصم فٙ انًرغٛش انراتع فٛٓا     

  ٚعثش عُّ سٚاضٛاً كًا ٚهٙ: (m)َرٛجح ذغٛش انًرغٛش انًسرمم تٕحذج ٔاحذج, فًٛم خظ انًسرمٛى 

   
      

      
  

 

 

x 

X2 X1 

y1 

y2 

∆𝑥 

∆𝑦 

y 
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    :Rule of Differentiation الاشتقاققىاعد 

   Constant-Function Rule انذانح انثاترح يشرمح (1

( )   إرا كاَد     فأٌ:   

    ( )   
  

  
  = 0 

Ex: find the first derivative of the function y = 8? 

Sol: 

    ( )   
  

  
  = 0 

Y=8 

  

  
    

  Power- Function Ruleلاعذج انمٕٖ  (2

y = f(x) = cxإرا كاَد انذانح  
n 

                               عذد ثاتد فأٌ انًشرمح الأٔنٗ نهذانح ْٙ: cحٛث اٌ   

    

     ( )                                                                                                              

Ex: find the first derivative of the function      ? 

Sol: 

      ( )                                                                                                                     

           

 Sum-Difference Ruleلاعذج انجًع ٔ انطشح  (3

  -يجًٕع أ طشح دانرٍٛ : عثاسج عٍ دانحنذُٚا  إرا كاَد  

   ( )  [ ( )    ( )]        

 -فأٌ يشرماذٓا ْٙ :

     ( )       ( )     ( )  

Ex: find the first derivative of the function                   
      

 ? 

Sol: 
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     (  )             
      

 
    

      

 
      

                      
    

 
 
           

  

Ex: find the first derivative of the function                ? 

Sol: 

                     

  :Product Ruleلاعذج انضشب  (4

اٌ يشرمح حاصم ضشب دانرٍٛ ذسأ٘ انذانح الأٔنٗ فٙ يشرمح انذانح انثاَٛح يضاف إنٛٓا انذانح انثاَٛح فٙ          

 يشرمح انذانح الأٔنٗ, كاٜذٙ:

   ( )  [ ( )   ( )] 

 ْزِ انذانح : يشرمحفأٌ 

     ( )   ( )   ( )   ( )      ( )   

Ex: find the first derivative of the function      (   ) (   
       

 ) ? 

Sol: 

   (   )  (  
       

 
  

       

 
    )    (  

       

 ) (       )     

    (   )  (    
       

 )    (  
       

 ) (    )     

       
       

      
       

     

Ex: find the first derivative of the function      (        )(    ) ? 

Sol: 

   (        )         (    ) (    )     
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 Quotient Rule :انمسًحلاعذج  (5

حٛث اٌ يشرمح حاصم لسًح دانرٍٛ ٚسأ٘ انفشق تٍٛ انًماو يضشٔتاً فٙ يشرمح انثسظ ٔ تٍٛ انثسظ يضشٔتاً فٙ 

 انًماو ٔ يمسٕياً عهٗ انًماو ذشتٛع, فإرا كاٌ: يشرمح

   ( )   
 ( )

 ( )
  

   -ٚكٌٕ حم ْزِ انًشرمح كانرانٙ :

    
 ( )   ( )   ( )   ( )

( ( )) 
   

  Ex: find the first derivative of the function       
 

  
?    

Sol: 

      
(  )( )  (  )(  )

(  ) 
  

      
     

   
    

    

      
      

         
  

Ex: find the first derivative of the function       
    

   
? 

Sol: 

      
(   )(     )  (      )(   )

(   ) 
  

      
             

      

      
     

      = 2.4  

 :Natural Logarithm Ruleانطثٛعٙ ىلاعذج انهٕغاسٚر (6

اٌ يشرمح انهٕغاسٚرى ْٙ عثاسج عٍ يشرمح انذانح انًشافك نهٕغاسٚرى يمسٕياً عهٗ انذانح َفسٓا. فإرا                  

 كاَد دانح انهٕغاسٚرى ذعطٗ تانصٕسج انرانٛح:

y = f(x) = Ln (g(x)) 
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 فأٌ انًشرمح الأٔنٗ نٓزِ انذانح ْٙ:

  ( )   
  ( )

 ( )
   

Ex: find the first derivative of the function           ? 

Sol: 

  ( )   
       

      
 

 

 
   

Ex: find the first derivative of the function         (        )? 

Sol: 

  ( )   
           

            
  

 :Exponential- Rule لاعذج يشرمح انذانح الاسٛح  (7

y = eٔٚكٌٕ شكم انذانح الاسٛح                  
 f(x)

تانعذد انُٛثٛش٘ ٔانز٘ ذثهغ لًٛرّ  (e), حٛث ٚسًٗ الأساس  

 ٔذكٌٕ يشرمح ْزِ انذانح كانرانٙ:  (2.718281828)

     ( )   ( )  

Ex: find the first derivative of the function           
? y = 5  

    

    

Sol: (1) 

            

(2) 

       
(   )(     )  (      )(   )

(   ) 
  

    

    

       
             

      
    

    

       
     

      
    

    = 5 ×2.4 
    

     

 

 :Chain Rule لاعذج انسهسهح  (8

Z = f(y), y = g(x) 
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. إرٌ x  ْٙy = g(x)دانح ذعرًذ لًٛرٓا عهٗ انًرغٛش  y, ٔكاٌ انًرغٛش Z = f(y)إرا كاٌ نذُٚا انذانح                

تانُسثح  yيضشٔتاً تًشرمح انذانح  yتانُسثح نهًرغٛش  Zذسأ٘ يشرمح انذانح  xتانُسثح نهًرغٛش  Zيشرمح انذانح 

 , ٔكًا ٚهٙ:xنهًرغٛش 

  

  
 

  

  
  

  

  
   ( )   ( )   

Ex: If              and          –   . Find   
  

  
?  

Sol: 

  

  
  ( )      ( )            

  

  
        ( )     

  

  
 

  

  
  

  

  
 (     ) ( )  

  

  
          

  

  
   (   –   )       

  

  
     –          

  

  
     –        

Ex: If       √   
   

 and          (     ). Find   
  

  
?  

Sol: 

  

  
 

       

 
   

       

   

  

  
 

     

       
  

  

  
 

  

  
  

  

  
 (

       

 
   

       

  )  (
     

       
)  

  

  
 

     

 √  (     )
   

  

  
 

     

 √   (     ) (     )
   

  :Impact- function Ruleالاشرماق انضًُٙ لاعذج (9
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 الاشرماق انضًُٙ ْٕ دانح ٚكٌٕ عهٗ انشكم انرانٙ:    

F(y , x) = 0 

)تـــ yٔلإٚجاد انًشرمح َسرثذل يكاٌ يشرمح 
  

  
تعذ اٌ َكرة الاشرماق فٙ شكهّ انضًُٙ, ٔيٍ ثى َجذ لًٛح  (

(
  

  
). 

Ex: If    xy + y – x
2
 + 7 = 0,    

Find   
  

  
 

Sol: 

x 
  

  
    ( )   

  

  
       

 
  

  
  

  

  
       

  

  
(   )         

  

  
  

     

   
      

  :The Economic Applications of Derivatives التطبيقات الاقتصادية للمشتقات

  :The Marginal Propensities (MP)الميىل الحدية 

  :The Marginal Propensities Consume (MPC)الميل الحدي للاستهلاك  اولاً:

 , ٔانرٙ ذأخز انشكم انرانٙ:(C)َفرشض نذُٚا دانح الاسرٓلان 

C = a + by 

 حٛث اٌ: 

y انذخم انًراح : 

a ,b)يعهًاخ دانح الاسرٓلان )ثٕاتد حمٛمٛح : 

, ٔٚعشف انًٛم انحذ٘ نلاسرٓلان (C)عهٗ الاسرٓلان  (y)ُٚطٕ٘ الأيش عهٗ لٛاس اثش انرغٛش فٙ انذخم   

(MPC) :ٌتأَّ انًشرمح الأٔنٗ نذانح الاسرٓلان تانُسثح نهذخم, أ٘ ا 

MPC = 
  

  
 = b 

 .(C)عهٗ الاسرٓلان  (y): يمذاس ذأثٛش انرغٛش فٙ انذخم bحٛث اٌ 
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 :Marginal Propensity to Save (MPS)ثانياً: الميل الحدي للادخار 

 (yd)تأَّ يمذاس انرغٛش فٙ حجى الادخاس انُاجى عٍ ذغٛش انذخم انًراح  (MPS)عشف انًٛم انحذ٘ نلادخاس ٚ

 تًمذاس ٔحذج ٔاحذج.

عهٗ انُحٕ  (S)ٔ الادخاس  (C)ٔفٙ ظم ًَٕرج الالرصاد انثسٛظ , فأٌ انذخم انًراح ٚرٕصع تٍٛ الاسرٓلان     

 انرانٙ:

Yd = C + S 

 .  ∆ٔتأخز انرغٛش فٙ يرغٛشاخ انًعادنح 

∆    ∆  ∆   

 ,َحصم عهٗ:  ∆ٔتمسًح انًعادنح عهٗ 

∆  

∆  
 

∆ 

∆  
 

∆ 

∆  
  

1 = MPC + MPS   MPS = 1 – MPC  

 ًٔٚكٍ اشرماق يعادنح الادخاس عهٗ انُحٕ انرانٙ:

y = C + S      , C = a + by 

y = a + by + S 

y – by = a + S 

(1 – b) y = a + S   a + S = (1 – b)y        (  –   )   

Ex: Let the Consume Functions are following: 

1) C = 1200 + 0.65y 

2) C = 100 + 0.3y + 0.02y
2
 

Find: 

1) MPC when y = 10 

2) MPS 

Sol:  (1)  

 انذانح الأٔنٗ
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MPC = 
  

  
 = 0.65 

 انذانح انثاَٛح

1) C = 100 + 0.3y + 0.02y
2
 

MPC = 
  

  
 = 0.3 + 2(0.02)y =  0.3 + 0.04 y = 0.3 + 0.04(10) = 0.7 

Sol: (2) 

 انذانح الأنٗ

MPC + MPS = 1 

MPS = 1 – MPC = 1 – 0.65 = 0.35 

 انذانح انثاَٛح

MPS = 1 – MPC = 1 – 0.7 = 0.3 

Ex: Given the Consume (C) and Tax (T) are following: 

C = 1500 + 0.6yd 

yd = y – T 

T = 500 + 0.3y 

Find: 

1) Write the consume function (C) where C = f(y) 

2) MPC, MPS. 

Sol: (1) 

C = 1500 + 0.6yd 

C = 1500 + 0.6 (y – T) 

C = 1500 + 0.6[y – (500 + 0.3y)] 

C = 1500 + 0.6(y – 500 – 0.3y) 

C = 1500 + 0.6(0.7y – 500)  

C = 1500 + 0.42y – 300 



 كوري حيدر عبود دم.أ. 1 الاقتصاد الرياضي 7المحاضرة 

 
07 

 

C = 1200 + 0.42y 

Sol: (2) 

  C = 1200 + 0.42y 

  MPC = 
  

  
 = 0.42 

MPC + MPS = 1 

MPS = 1 – MPC = 1 – 0.42 = 0.58 

Ex: Given the Save function is following: 

S = –180 + 0.21y 

Find: MPC, MPS and Remain the Consume function? 

Sol: 

  MPS = 
  

  
 = 0.21 

MPC + MPS = 1 

MPC = 1 – MPS = 1 – 0.21 = 0.79 

S = –180 + 0.21y  

y = C + S 

y = C  –180 + 0.21y 

C= 180 + y - 0.21y  

C = 180 + (1-0.21)y 

C = 180 +0.79y 
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  :Elasticityالمرونة 

ٚغخخذو يصطهح انًشَٔت فٙ الاقخصبد نقٛبط دسجت اعخجببت يخغٛش اقخصبد٘ حببغ نهخغٛشاث انخٙ ححصم فٙ       

يخغٛش اقخصبد٘ يغخقم, ٔػهٗ عبٛم يثبل, قٛبط دسجت اعخجببت انكًٛت انًطهٕبت أ انًؼشٔظت كًخغٛشاث حببؼت 

 نهًخغٛشاث انخٙ ححصم فٙ انغؼش كًخغٛش يغخقم.

ٓب بشكم آخش: بأَٓب انخغٛش انُغبٙ فٙ انًخغٛش انخببغ يقغٕيبً ػهٗ انخغٛش انُغبٙ فٙ انًخغٛش ًٔٚكٍ انخؼبٛش ػُ

 انًغخقم.

  :Kind of elasticity ةأنواع المرون

  :Price Elasticity of Demand    يشَٔت انطهب انغؼشٚت -1

ٔحؼشف بأَٓب يذٖ اعخجببت دانت انطهب نخغٛشاث انغؼش ٔحؼبش ػٍ انخغٛش انُغبٙ فٙ انكًٛت انًطهٕبت         

 يقغٕيبً ػهٗ انخغٛش انُغبٙ فٙ انغؼش. ًٔٚكٍ انخؼبٛش سٚبظٛبً ػٍ يشَٔت انطهب انغؼشٚت كبٜحٙ:

يشَٔت انطهب انغؼشٚت  = 
انخغٛش انُغبٙ فٙ انكًٛت انًطهٕبت

بٙانُغ فٙ انغؼش انخغٛش 
 

    

  

 
  

 

 
  

 
 
 

  
 
  

  
  
       

 
  

    
  

  
  
       

 
  

ٔبًب اٌ انؼلاقت بٍٛ الأعؼبس ٔ انكًٛبث انًببػت ْٙ ػلاقت ػكغٛت, نزا حكٌٕ يشَٔت انطهب انغؼشٚت فٙ            

ٙ انحبلاث الاعخثُبئٛت, حٛث حكٌٕ انغهؼت انحبلاث الاػخٛبدٚت راث قًٛت عبنبت, ٔلا حكٌٕ راث ػلايت عبنبت إلا ف

 .)بخٛج((Geffen's)أ عهغ  (Inferior Goods)يٕظٕػت انبحث يٍ انغهغ انشدٚئت 

 أيب فًٛب ٚخؼهق بقًٛت انًشَٔت, فُأخز نٓب انقًٛت انًطهقت ٔنٓب انحبلاث انخبنٛت:    

a) Ed > 1 ُٓب حقم بُغبت اكبش يٍ َغبت فٙ ْزِ انحبنت ٚكٌٕ انطهب يشٌ, بًؼُٗ اٌ انكًٛت انًطهٕبت ي

 انضٚبدة انحبصهت فٙ عؼشْب.

b) Ed < 1  فٙ ْزِ انحبنت ٚكٌٕ انطهب غٛش يشٌ, بًؼُٗ اٌ انكًٛت انًطهٕبت حقم بُغبت اقم يٍ َغبت

 انضٚبدة انحبصهت فٙ عؼشْب.

c) Ed = 0 .ٌفٙ ْزِ انحبنت ٚكٌٕ انطهب يش 

d) Ed = 1  ٘ٔفٙ ْزِ انحبنت ٚكٌٕ انطهب أحبد٘ انًشَٔت, بًؼُٗ اٌ انكًٛت انًطهٕبت يُٓب حقم بُغبت حغب

 .َغبت انضٚبدة انحبصهت فٙ عؼشْب

e) Ed =   .فٙ ْزِ انحبنت ٚكٌٕ انطهب لا َٓبئٙ انًشَٔت 

 

  :Income Elasticity of Demandيشَٔت انطهب انذخهٛت  -2

انًطهٕبت يٍ عهؼت يب يقغٕيبً ػهٗ انخغٛش انُغبٙ فٙ دخم ٔحؼشف بأَٓب انخغٛش انُغبٙ فٙ انكًٛت 

 :انًغخٓهك. ٔحؼطٗ ببنصٛغت آلاحٛت



 كوري عبودحيدر  دم.أ. 1الاقتصاد الرياضي 8المحاضرة 

 
2 

 

    

   
 
  

 

 
   

 
 
 

  
 
   

  
  
       

  
  

    
   

  
  
       

  
  

 يٕجبت ْزا ٚؼُٙ اٌ انغهؼت حكٌٕ ػبدٚت. Ey  0 <فئرا كبَج

 عبنبت ْزا ٚؼُٙ اٌ انغهؼت حكٌٕ سدٚئت. Ey  0 >فئرا كبَج

يلاحظت: اٌ كم عهؼت سدٚئت جذاً ْٙ عهؼت  سدٚئت ٔ انؼكظ غٛش صحٛح. ٔنٓزا حكٌٕ انغهؼت انؼبدٚت ْٙ انغهؼت 

 انخٙ حضٚذ انكًٛت انًطهٕبت يُٓب يغ صٚبدة دخم انًغخٓهك أ اَخفبض عؼشْب.

   :Cross Elasticity of Demandيشَٔت انطهب انخقبغؼٛت  -3

ٔحؼبش ػٍ الاعخجببت انُغبٛت نهكًٛت انًطهٕبت يٍ عهؼت يب نهخغٛشاث فٙ أعؼبس انغهغ انبذٚهت )غشدٚت( 

 فٙ حبل انغهغ انًكًهت )ػكغٛت(, ًٔٚكٍ انخؼبٛش سٚبظٛبً ػٍ يشَٔت انطهب انخقبغؼٛت كبٜحٙ:ٔعبنبت 

     

   
  
   

  

 
   

   
  
        

  
  

     
   

   
  
        

  
   

يٕجبت فٓزا ٚؼُٙ اٌ انغهؼخٍٛ بذٚهخبٌ نبؼعًٓب, كًب ْٕ    Exy > 0 فئرا كبَج يشَٔت انطهب انخقبغؼٛت        

انحبل نغهؼخٙ انهحى الأحًش ٔ نحى انذجبج, فئرا اسحفغ عؼش انهحى الأحًش فأٌ انكًٛت انًطهٕبت يٍ نحى انذجبج 

 عٕف حضٚذ.

عبنبت, فٓزا ٚؼُٙ اٌ انغهؼخٍٛ يكًهخبٌ نبؼعًٓب, كًب ْٕ    Exy < 0 ت انطهب انخقبغؼٛتأيب إرا كبَج يشَٔ       

  انحبل عهؼخٙ انغٛبسة ٔ انبُضٍٚ, فئرا اسحفغ عؼش انبُضٍٚ فأٌ انطهب ػهٗ انغٛبساث عٕف ُٚخفط.

اٌ احذًْب لا ٚؤثش , فٓزا ٚؼُٙ اٌ انغهؼخٍٛ يغخقهخبٌ, أ٘ Exy = 0أيب إرا كبَج يشَٔت انطهب انخقبغؼٛت        

  ببلأخشٖ, فئرا اسحفغ عؼش انصحف انٕٛيٛت فأٌ انكًٛت انًطهٕبت يٍ انغٛبساث نٍ حخأثش.

   :Price of Elasticity of Demandيشَٔت انؼشض انغؼشٚت  -4

ْٔٙ انخغٛش انُغبٙ فٙ انكًٛت انًؼشٔظت يٍ عهؼت يؼُٛت يقغٕيبً ػهٗ انخغٛش انُغبٙ فٙ عؼشْب, ًٔٚكٍ 

 ب سٚبظٛبً كبٜحٙ:انخؼبٛش ػُٓ

    

   
  
  

 

 
   

  
  
       

  
  

    
   

  
  
       

  
   

ٔيشَٔت انؼشض انغؼشٚت ْٙ يٕجبت دائًب. حٛث إَٓب حؼبش ػٍ اعخؼذاد انًُخجٍٛ نؼشض كًٛبث إظبفٛت يٍ       

 انغهؼت ػُذيب ٚشحفغ عؼشْب يٍ اجم صٚبدة أسببحٓى.
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ٚكٌٕ انؼشض غٛش يشٌ )أ٘ اٌ انخغٛش انُغبٙ فٙ انكًٛت انًؼشٔظت ْٕ اقم يٍ انخغٛش  Es < 1كبٌ  فئرا     

 انُغبٙ فٙ عؼشْب(.

ٚكٌٕ انؼشض يشٌ )أ٘ اٌ انخغٛش انُغبٙ فٙ انكًٛت انًؼشٔظت ْٕ اكبش يٍ انخغٛش انُغبٙ  Es > 1فئرا كبٌ      

 فٙ عؼش انغهؼت(.

Ex: Given the demand curve is following: Qd = 100 – 20P. 

Calculate the price elasticity of demand when the price is equal to 3. And type of 

demand. 

Sol: 

If  P = 3   Qd = 100 – 20(3) = 40 

   

  
 = – 20 

    
   

  
  
       

 
  

    (–    )  
       

  
 
   

  
 
         

   
  

|  |   |
         

   
|   

        

   
   

        

 َٕع انطهب يشٌ, ٚؼُٙ اٌ انكًٛت انًطهٕبت يُٓب حقم بُغبت اكبش يٍ َغبت انضٚبدة انحبصهت فٙ عؼشْب.

 Ex: Given the demand curve is following: Qd = 100 – 10P + 0.5y. 

when P = 5 and y = 100. Find    and Ey .  

Sol:  (1) 

If P = 5 and y = 100   Qd = 100 – 10(5) + 0.5(100) = 100-50+50 = 100 

   

  
 = – 10 

    
   

  
  
       

 
  

    (–    )  
       

   
  
         

   
  

|  |   |
         

   
|   
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 انطهب غٛش يشٌ.

Sol: (2) 

If P = 5 and y = 100   Qd = 100 – 10(5) + 0.5(100) = 100 

   

  
 = 0.5 

    
   

  
  
       

 
  

    (   )  
         

   
       

        

 ْزا ٚؼُٙ بأٌ انغهؼت ػبدٚت.

Ex: If the demand function is following:  Qd  i = 50 – 5Pi + 0.3y + 2Pj 

Find: 

1) Ed, Ey where y = 100, Pi = 4 and Pj = 5. 

2) Exy between the two commodities. 

3) Do you think that the previous two commodities alternatives or 

complementary. 

Sol: (1) 

If Pi = 4, Pj = 5 and y = 100   Qd   i = 50 – 5(4) + 0.3(100)  +2(5) = 70 

       

   
 = – 5 

    
   

   
  
          

 
  

    (–   )  
       

  
  
         

   
  

|  |   |
         

   
|   

      

   
  

        

 انطهب غٛش يشٌ.



 كوري عبودحيدر  دم.أ. 1الاقتصاد الرياضي 8المحاضرة 

 
5 

 

Qd  i = 50 – 5Pi + 0.3y + 2Pj 

If Pi = 4, Pj = 5 and y = 100   Qd   i = 50 – 5(4) + 0.3(100)  +2(5) = 70 

   

  
 = 0.3 

    
     

  
  
       

    
  

    (   )  
         

  
  
    

   
  

        

 ْزا ٚؼُٙ بأٌ انغهؼت ػبدٚت.

Sol: (2) 

Qd  i = 50 – 5Pi + 0.3y + 2Pj 

   

   
  2 

If Pi = 4, Pj = 5 and y = 100   Qd   i = 50 – 5(4) + 0.3(100)  +2(5) = 70 

     
   

   
  
        

    
   

     ( ) 
        

  
  
       

 
  

Sol: (3)    

ًْب بذٚهخبٌ نبؼعًٓب , ٔانغبب ْٕ اٌ يشَٔت انطهب انخقبغؼٛت بًُٛٓب كبَج يٕجبت. بًؼُٗ اٌ  ٌانغهؼخب       

  .( i )عٕف ٚضٚذ يٍ انكًٛت انًطهٕبت يٍ انغهؼت  ( j )صٚبدة عؼش انغهؼت 

Ex: Calculate the price Elasticity of Supply function When P = 10.  

Qs = - 40 + 8P. 

Sol: 

If  P = 10   Qs =  – 40 +  8(10) = 40 

   

  
 = 8 
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    ( )  
        

  
     

        

 انؼشض يشٌ.

H.W: Given the demand function is following: Qd  A = 80 – 5PA + 0.3y – 3Px + 3Pz 

Find:  

1)  Ed on (A), when Pz = 10, Px = 5, y = 100, PA = 4. 

2) Ey, EAx and EAz on (A). 

  :Marginal conceptsانًفبْٛى انحذٚت 

يٍ انًفبْٛى انشبئؼت فٙ ػهى الاقخصبد ْٙ انًفبْٛى انحذٚت, ْٔٙ يجبل خصب لاعخخذاو انخفبصٛم فٛٓب ٔ يُٓب     

 الأفكبس انخبنٛت:

   :Marginal Revenue (MR) الإٚشاد انحذ٘ (1

 ٚؼشف الإٚشاد انحذ٘ بأَّ انخغٛش انحبصم فٙ الإٚشاد انكهٙ انُبجى ػٍ بٛغ ٔحذة إظبفٛت. ٔبًب اٌ        

نزا فأٌ الإٚشاد انحذ٘ ًٚكٍ اٌ ٚؼبش ػُّ سٚبظٛبً كًشخقت  ( Q )الإٚشاد انكهٙ ْٕ دانت نًغخٕٖ الإَخبج 

 أٔنٗ نلإٚشاد انكهٙ كبٜحٙ:

TR = f(Q) 

 فأٌ:

MR = 
         

   
  

   :Marginal Cost (MC)انخكهفت انحذٚت  (2

حؼشف انخكهفت انكهٛت بأَٓب يقذاس انخغٛش فٙ انخكهفت انكهٛت انُبجًت ػٍ إَخبج ٔحذة إظبفٛت, ٔٚشيض نٓب     

 , ًٔٚكٍ انخؼبٛش ػُّ سٚبظٛبً كًشخقت أٔنٗ انٗ انخكهفت انكهٛت أ٘ إرا كبَج:(MC)ببنشيض 

TC = f(Q) 

MC = 
         

   
 

Ex: find the marginal cost and average costs when: TC = 3Q
2
 + 7Q + 12 when Q = 3? 

Sol: 

MC = 
         

   
 = 6Q + 7 

If Q = 3   MC = 6(3) + 7 = 25 

TC = AC. Q 

AC = 
        

 
  
          

 
       

          

 
  

AC = 3(3) + 7 + 
          

 
 = 20 

Ex: find the marginal revenue and average revenue when: TR =12Q – Q
2
 when Q = 

2? 
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Sol: 

MR = 
         

   
 = 12 – 2Q  

If Q = 2   MR = 12 - 2(2) = 8 

TR = AR. Q 

AR = 
        

 
  
    –   

 
         

AR = 12 – 2 = 10 

Ex: Given the demand function Q = 36 – 2P. Find MR when Q = 4. 

Sol: 

  Q = 36 – 2P 

2P = 36 – Q   P = 18 – 0.5Q = AR 

  TR = AR. Q 

  TR = (18 – 0.5Q). Q 

TR = 18Q – 0.5Q
2 

MR = 
         

   
 = 18 – Q 

When Q = 4   MR = 18 – 4 = 14 

 


